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Mit dem hiermit der Öffentlichkeit übergebenen Werke 
komme ich einer sehr liebenswürdigen Auffordermig der 
Verlagshandlmig G. J. Göschen nach, ihr für die ,,Sammlang 
Schubert" einen Band über Zahlentheorie zu liefern, „der das 
Thema in modemer Weise bis zu den quadratischen Formen 
einschließlich, ja bis zu den Zahlenkörpem" behandeln, da- 
bei aber der Tendenz dieser Sammlung entsprechend so 
geschrieben sein solle, daß das Buch von Jedem verstanden 
werden könne, der die Mathematik der höheren Schulen 
sich zu eigen gemacht hat. Nach Abfassung meiner anderen 
zahlentheoretischen Schriften konnte ich mich zur Über- 
nähme einer solchen Aufgabe nur entschließen, indem ich 
das Schwergewicht eben in jenen Höhepunkt des zu behan- 
delnden Gebietes verlegte, mich dabei ledoch auf den qua- 
dratischen ZaUenkörpIr beschränkend! Zu solcher Be- 
schrankung nötigte mich schon allein der vorgesehene Um- 
fang des Bandes zugleich mit der gedachten Tendenz, die 
gerade für die abstrakte zahlentheoretische Betrachtung eine 
gewisse Breite der Darstellung unerläßlich macht. Ich habe 
deshalb auch, um für die Theorie der quadratischen Formen 
und des quadratischen Körpers den erforderlichen Raiun 
zu gewinnen, in bezug auf die Elemente der Zahlentheorie, 
die auch kaum einer „modernen" Behandlung zugänglich ge- 
wesen wären, mich kürzer fassen und mit den notwendigsten 
und wichtigsten Betrachtungen begnügen müssen. Bei der 
Lehre von den quadratischen Formen habe ich dann ver- 
sucht, die verschiedenen vorhandenen Auffassungen des 
Gegenstandes zu einem einheitlich geschlossenen Ganzen zu 
verknüpfen. Dies gelingt wesentlich mittels der Zahlensitter, 
durch welche einerseits eine anschauliche geometrische i)eu- 
tung der Verhältnisse, andererseits in ihren Gitterzahlen die 
innere Verbindung zwischen den Formen und dem Körper 
und die eigentlichen Grundelemente für die Ideale des letz- 
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teren gewonnen werden. Durch solche ungezwungene Veiv 
kettung der verschiedenen Glieder dürfte nicht nur ein 
ästhetisch befriedigendes systematisches Gebilde^ sondern 
auch tiefere Einsicht und Yerstandnis vom Wesen des 
Gegenstandes erzielt worden sein. 

Die Tendenz meines Werkes, dem ich in Anbetracht 
der in ihm behandelten Zahlenkörper und -Gitter den Titel: 
Grundlehren (nicht: die Grundlehren) der neueren Zahlen- 
theorie gegeben habe, ist ersichtlich die gleiche, wie die- 
jenige der neuerdings im Tetibnerschen Verlage erschienenen 
Vorlesungen über Zahlentheorie von J. Sommer, Doch unter- 
scheidet sich von diesem Werke das meinige nicht nur darin, 
daß es weniger hoch hinauf geht und, dem Charakter der 
Schubert-Saimnlung gemäß mehr auf den Anfänger berechnet, 
den Elementen größere Berücksichtigung widmet, sondern 
auch in einem enseren Anschlüsse an die Auffassungen 
Ded«X^8 bei der Theorie des quadratischen Körpers mid 
vielleicht in einer noch flüssigeren Verschmelzung beider 
Theorien, derjenigen der Formen und des Körpers, in ein 
Ganzes. So hoffe ich, daß es neben dem des Herrn Sommer 
bestehen und ein Publikum finden werde, das sich durc^ 
dasselbe mühelos zu den reizvollen Gebieten zahlentheore- 
tischer Forschung leiten und von der Art ihrer Ergebnisse 
unterrichten lassen wiU. — 

Weimar, den 22. Juni 1907. 
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Erstes Kapitel. 

Ton der Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 

1. Das Material^ dessen Eigenschaften die Zahlentheorie 
zu entwickeln hat^ bilden die sogenannten natürlichen 
Zahlen oder die positiven ganzen Zahlen 1, 2, 3, A, 5, . . ., 
allgemeiner die durch die Null und die negativen ganzen 
Zahlen erweiterte, nach beiden Richtungen unbegrenzte Zahlen- 
reihe 

(Z) . . ., —4, -3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

Werden Zahlen dieser Eeihe irgendwie durch Additionen, 
Subtraktionen oder Multiplikationen miteinander verknüpft, 
so erhalt man bekanntlich stets wieder eine Zahl derselben 
Reihe. Dagegen führt die Division noch andere Zahlen, 
die gebrochenen herbei, welche zusammengenommen mit 
den ganzen die Gesamdieit der sogenannten rationalen 
Zahlen ausmachen. Nimmt man aber mit zwei Zahlen dieser 
letzteren Gesamtheit irgendeine der genannten vier Grund- 
operationen vor, so wird man stets wieder zu einer Zahl 
derselben Gesamtheit zurückgeführt, vorausgesetzt, was wir 
als selbstverständlich voraussetzen wollen, daß im Falle der 
Division der Divisor von Null verschieden sei. Man nennt 
nun ein System irgendwelcher Zahlen, welches die charak- 
teristische, es gewissennaßen in sich abschUeßende Eigen- 
Schaft hat, daD, w^in eine beliebige seiner Zahlen mit einer 
beliebigen derselben durch eine der vier Grundoperationen 
verknüpft wird, die entstehende Zahl immer wieder jenem 
Systeme angehört, einen Zahlenkörper. Demnach ist die 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 1 
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Gesamtheit der rationalen Zahlen ein Körper, den wir den 
rationalen Zahlenkörper nennen und mit 91 bezeichnen 
wollen. Unsere Betrachtungen bewegen sich bis auf weiteres 
ausschließlich im Gebiete dieses Körpers. 

Wir nennen femer Zahlenmodul eine Gesamtheit von 
Zahlen mit der engeren charakteristischen Eigenschaft, daß^ 
wenn (x sowohl wie ß eine beliebige ihrer Zahlen bezeichnen, 
auch die Summe oc + ß und die Differenz oc — ß derselben 
Gesamtheit angehört. Die Zahlen (Z) teilen, wie schon be- 
merkt, diese Eigenschaft; demnach ist die Gesamtheit der 
rationalen ganzen Zahlen ein Zahlenmodul. 

2. Es ist leicht, noch andere Zahlenmoduln anzugeben. 
Bezeichnen z. B. a, b, c, . . . eine Anzahl irgendwelcher 
Zahlen (die nicht rational zu sein brauchen), so bilden alle 
Zahlen von der Form 

(1) ax + by + CIS + . . ., 

d. h. alle Zahlen, welche aus diesem Ausdrucke hervor- 
gehen, wenn darin für x, y y 0, , . . samtliche ganze Zahlen 
gesetzt werden, offenbar einen Zahlenmodul. In der Tat, 
sind (X, ß, y , . . . und (x% ß\ y\ * . . ganzzahlige Werte der 
Unbestimmten x, y,0j.. ., also 

aoc + bß + cy + . . .f aoc'+ bß'+cy'+ . . . 

zwei Zahlen der gedachten Gesamtheit, so bedeuten auch 

o^ + <ß + ß',y + y%... und oc - oc', ß - ß\ y-y% . . . 

ganzzahlige Wertsysteme, und folglich gehören auch die 
Bunune 

a{oc + cc') + b{ß + ß') + c{y + y')+ ... 

wie die Differenz 

a(oc^öc') + biß-ß') + c{y-y')+ ... 

jener zwei Zahlen der gedachten Gesamtheit an. Wir be- 
zeichnen diesen Zahlenmodul, also die Gesamtheit 
aller Zahlen von der Form (1), durch das Symbol 

(2) [a, 6,c,...]. 

Man bemerke sogleich, daß man in einem solchen Sym- 
bole, ohne daß es seine Bedeutung verändert oder aufhört 
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dieselbe Gesamtheit von Zahlen zu bezeichnen, den Ele- 
menten a, bf e, . . . noch ein weiteres m hinzufügen^ also 

[a, 6, c, . . .] = [a, bfCf,, ., m] 

setzen kann^ so oft dies letztere selbst eine Zahl des Moduls 
ist. Denn; ist etwa 

(3) m^aoc + hß + cy+..., 

unter oc , ß, y , . . . ganze Zahlen verstanden^ so ist 

ax + hy + €0 + ... +mu==^ax^+by^-\-C0^+ ..., 

wenn 

x^=x+ (XU, y' =y + ßUy 0' = + yu,... 

gesetzt wird; hiemach entspricht jedem Systeme ganzer 
Zahlen Xyy,0f,..,uem System ganzer Zahlen x\ y\ b\ , . ., 
also ist die Gesamdieit der Zahlen von der Form 

ax + by + eis + ... +mu 

in derjenigen von der Form 

ax'+ by'+C0' + . . . 

enthalten; aber auch umgekehrt ist jede Zahl der letzteren 
Form eine solche der ersteren^ da man sie aus ihr erhält^ 
wenn x = x% V ^y\ i ^ z', . . ., « = gesetzt wird. Mit- 
hin bestehen in der Tat die Zahlenmoduln 

[a^ b; c^ . . ., ti] und [a^&^c^...] 
aus denselben Zahlen. — Man wird daher in einem Modul- 
symbole \a, by Cj..., m], ohne daß es seine Bedeutung 
verändert, auch ein Element m unterdrücken können, falls 
dasselbe durch die übrigen Elemente in der Weise der Glei- 
chung (3) ausdrückbar ist. 

3. Ein einfaches Beispiel eines solchen Zahlenmoduls 
liefern die Vielfachen einer gegebenen ganzen Zahl m, näm- 
lich die Zahlen der Reihe 

f ..., -4w, — 3w, ~2w, — m, 

\ 0, m, 2m, 3m, Am,..., 

welche in unserer Bezeichnungsweise den eingliedrigen Zahlen- 
modul [m] bilden, da sie aus dem Ausdrucke mu hervor- 
gehen, wenn der Unbestimmten u alle ganzzahligen Werte 

1* 
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beigelegt werden. Ist nun n eine Zahl dieses Moduls^ etwa 
n = mq, so wird m ein Teiler von n genannt^ q heißt 

der Quotient — . Da man mit Vertauschung der Faktoren- 
folge auch n = qm schreiben darf ^ so ist auch dieser Quotient 
ein Teiler von n und wird als solcher der zu m komple- 
mentäre Teiler von n genannt. 

Wir dürfen uns auf die Betrachtung der positiven 
Teiler einer Zahl n beschränken^ da offenbar ihre negativen 
aus ihnen erhalten werden^ wenn man jene mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen nimmt; auch die Zahl n denken wir 
uns zunächst positiv. 

Ist nun m ein Teiler von n , d. h. n = q^m, und ju 
wieder ein Teiler von m, derart daß, unter y eine ganze 
Zahl verstanden^ m = y • jüc gesetzt werden kann, so folgt 
n = qy • fjL, d. h. auch /* ist ein Teiler von n . 

Statt dessen darf man auch sagen: Ist n ein Viel- 
faches von m (eine Zahl des Moduls [m]) und m ein Viel- 
faches von jbi (eine Zahl des Moduls [/t]) , so ist n auch ein 
Vielfaches von /i (eine Zahl des Moduls [/*]); oder auch so: 
Ist m eine Zahl des Moduls [/e] , so ist der ganze Modul [m] 
im Modul [/i] völlig enthalten. 

Weil n sowohl gleich 1 • n als auch gleich n • 1 gesetzt 
werden kann, hat jede Zahl die Einheit und sich selbst zu 
Teilern. Hat sie außer diesen selbstverständlichen beiden 
Teilern keinen Teiler mehr, so wird sie unzerlegbar, 
andernfalls zerlegbar oder zusammengesetzt genannt. 

Jeder Teiler von n ist aber offenbar gleich oder kleiner 
als n; da es nun nur eine endliche Menge ganzer Zahlen 
gibt, welche kleiner als n sind, so hat jede ganze Zahl n 
nur eine endliche Anzahl von verschiedenen Teilern und dem- 
nach, wenn sie zerlegbar ist, einen von 1 und von n ver- 
schiedenen kleinsten (positiven) Teuer, welcher p heiße, 
derart daß man n = jp • n^ setzen und unter n^ eine positive 
ganze Zahl < n verstehen darf. 

Die Zahl p muß unzerlegbar sein, denn, hätte sie einen 
von 1 und p verschiedenen Teiler n <ipy so daß p = q*n 
gesetzt werden könnte, so erhielte man n^^qn'^ny d. h. n 
hätte n <ip zum Teiler, gegen die Bedeutung von p . Ist 
nun auch die Zahl n^ zerlegbar, so hat sie einen von 1 und 
n' verschiedenen kleinsten, also unzerlegbaren Teiler p\ so 
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daß W ^p^n" gesetzt und unter n" eine ganze Zahl kleiner 
als W verstanden werden darf, und man erhält n^pp' -W^ 
Ist auch n" noch zerlegbar, so kann man in gleicher Weise 
fortschließen, doch nicht ohne Ekide, denn die Anzahl der 
abnehmenden ganzen Zahlen n y n\ n"y ... ist nur begrenzt. 
Mithin muß man in ihrer Reihe endlich zu einer nicht 
weiter zerlegbaren Zahl n^^) kommen, die deshalb p^^) heiße, 
und findet so die Zerlegung 

(4) n=i)i)'p''... !><*') 

oder den Satz: 

Jede (positive) ganze Zahl ist als ein Produkt 
aus einer endlichen Menge (positiver) unzerleg- 
barer Faktoren darstellbar, welche übrigens von- 
einander verschieden oder auch ganz oder teil- 
weise einander gleich sein können. Wir werden diesem 
Satze bald eine wesentliche Verschärfung hinzuzufügen ver- 
mögen. 

Beispiele: 

1. 60 = 2 . 30 = 2 . 2 . 15 = 2 . 2 . 3 . 5 . 

2. 720 - 2 . 360 = 2 . 2 . 180 « 2 . 2 • 2 . 90 = 2 . 2 . 2 . 2 . 45 

= 2.2«2«2«5'9 = 2«2«2.2«5«3«3. 

3. 9249240 = 2 • 2 • 2 • 5 • 7 • 7 • 11 • 11 • 3 • 13 . 

4. Nun seien a, h zwei gegebene (positive) ganze Zahlen. 
Sind sie beide Vielfache einer dritten ganzen Zahl m, so 
gilt dem vorigen zufolge dies auch von jedem Vielfachen a x 
von a und von jedem Vielfachen hy von 6. Da somit ax, 
hy Zahlen des Moduls [m] sind, so gehört der Definition 
eines solchen gemäß auch ihre Summe ax + hy^ welche 
ganzzahlige Werte Xy y auch bedeuten, ihm an, d.h. der 
ganze Modul [a, 6] ist völlig enthalten im Modul [m]. Wird 
eine Zahl m, welche sowohl Teuer einer Zahl a, als auch 
Teiler einer Zahl h ist, ein gemeinsamer Teiler von a 
und & genannt, so läßt sich das Gefundene auch so aus- 
sprechen: jeder gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen a, h 
ist auch Teiler einer jeden Zahl von der Form ax + hy^ 
wenn darin x^ y ganze Zahlen bedeuten. 

Dies vorausgeschickt sprechen wir nun einen Satz aus 
über die Beziehung jeder beliebigen Zahl zu einer gegebenen 
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Zahl m, der für alles Folgende geradezu als Grundsatz 
bezeichnet werden darf, nämlich den 

Satz: Jede positive oder negative ganze Zahl n 
kann in die Form 

(5) ' n = q*m + r 

gesetzt werden, worin g, r ganze Zahlen, und zwar 
die letztere eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ..., 
m — 1 ist. In der Tat, entweder ist n ein Vielfaches von m , 
also von der Form (5), wenn r = gedacht wird, oder n 
ist zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vielfachen qm und 
(q + l)m der Zahlenreihe (Z) enthalten, d. h. mit einer der 
Zahlen 

qm + 1, qm + 2j qm + 3j..., qm + m — 1 

identisch. Die Darstellung von n in der Form (5) ist zu- 
dem eindeutig bestimmt; wäre nämlich auch n = q^m + r% 
wo r' ebenfalls eine Zahl der Reihe 0, 1,2, ..., m — 1 , 
so ergäbe sich r'—'r = (q — q^)»m als Vielfaches von m , 
während doch t' — t absolut kleiner als m ist, demnach kann 
es nur Null, also r'=r und daher dann auch q'^q sein. 
Die nach diesem Grundsatze völlig bestinunte Zahl q heißt 

das größte in — enthaltene Ganze: 2=-E^( — ); ^ heißt 

der Rest, welchen die Zahl n in bezug auf m oder 
modulo m läßt. 

Diesem Grundsatze zufolge wird man, wenn a, 6 zwei 
beliebig gegebene (positive) Zahlen bezeichnen, eine Gleichung 
ansetzen dürfen: 

(6) a = 6 ö^ + ftjL , 

wo a = ^(^1 und \ ganze Zahlen, die letztere aus der 

Reihe 0, 1, 2, ..., 6 — 1 also <6 ist. Gleicherweise 
darf man, wenn \ von Null verschieden, 

setzen, wo ai = ^(-T-] und \ ganze Zahlen, die letztere 

aus der Reihe 0,1, 2,.. .,61 — 1, also < \ ist, und so 
wird man fortfahren können, doch nicht ohne Ende, denn 
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die Menge der abnehmenden positiven ganzen Zahlen b, 
\, b^, * . > ist nur begrenzt. Mithin muß man endlich zu 
einer der vorigen ähnlichen Gleichung kommen, in welcher 
aber der Best Null ist, so daß der Prozeß damit endet. 
Man gewinnt also eine endliche Eeihe von Gleichungen von 

der Form: ^ a =^b(x +b, 

b = 61 Äi + 62 
,^v ^1 = 62 ^2 + h 



by-2 = fcy-lÄy-l + by 
Uy^X = Öy (Xy y 

die man als den, den Zahlen a, b entsprechenden Euklid- 
ischen Algorithmus zu bezeichnen pflegt. Da nach der 
ersten dieser Gleichungen 

61 = a • l — b'Oc 

ist, besteht infolge einer in Nr. 1 gemachten Bemerkung die 
Gleichheit der Moduln 

[a, b] und [a, bj\] , 

und, weil nun a = 6 • a + ft^ • 1 ist, auch die Gleichheit der 

[a,6,6i] und [6,61], 

mithin findet sich ^ .i n x i 

[a, b] = [b,\]. 

Mittels der ferneren Gleichungen des J^A:Ziäischen Al- 
gorithmus (7) ergibt sich ebenso 

[6, ftj = [\ , 62] ; [61 , 62] = [^ > ^3] > • • • 

endlich auch [6v_i, by] =■ [by] . Diese Gleichungen zusammen- 
fassend erhalten wir als Resultat die Gleichung 

(8) [a,6] = [6J. 

Ihr zufolge ist jede Zahl des Moduls [a , b], insonder- 
heit also auch a und b selber ein Vielfaches von by , oder 
die durch den Euklidischen Algorithmus (7) bestimmte Zahl by 
und daher auch jeder Teiler von by ist ein gemeinsamer 
Teiler von a,b. Andererseits wissen wir bereits, daß jeder 
gemeinsame Teiler von a, & auch Teiler jeder Zahl von der 
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Form ax + hy, d. h. jeder Zahl des Moduls [a,b] oder 
des ihm identischen Moduls \by], insbesondere also auch 
Teiler von b^ selbst ist. Hieraus folgt der 

Satz: Die gemeinsamen Teiler von a, b sind 
identisch mit den sämtlichen Teilern der durch den 
Euklidischen Algorithmus (7) bestimmten Zahl by, 
welche selbst solch ein Teiler und daher von ihnen allen der 
größte ist. Der genannte Algorithmus dient also 
dazu^ den größten gemeinsamen Teiler der Zahlen a^ b 
zu bestimmen. 

Da endlich nach (8) by eine Zahl des Moduls [a, b], 
d. h. von der Form ax + by ist; gibt es ganze Zahlen oc, ß 
derart; daß die Gleichung 

(9) aoc + bß = by 

stattfindet. 

Beispiel: Für die Zahlen a=»3378, 6 = 1059 wird 
der Euklidieche Algorithmus: 

3378 == 3 • 1059 + 201 



1059- 


5-201 


+ 


54 


201 = 


3.54 


+ 


39 


54 = 


1-39 


+ 


15 


39 = 


2-15 


+ 


9 


15 = 


1.9 


+ 


6 


9- 


1-6 


+ 


3 


6- 


2-3; 







mithin ist 3 größter gemeinsamer Teiler von 3378 und 
1059. Um ihn in der Weise der Gleichung (9) mittels 
dieser Zahlen darzustellen, schreibe man vorstehende Glei- 
chungen, von der vorletzten beginnend, folgendermaßen: 

3 = 1.9-1-6 

6 = 1 - 15 - 1 - 9 

9 = 1 . 39 _ 2 - 15 
15 = 1 - 54 - 1 - 39 
39 = 1 - 201 - 3 - 54 
54 = 1 - 1059 - 5 - 201 
201 = 1 - 3378 - 3 - 1059 ; 
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durch fortgesetzte Substitutionen in die erste dieser Glei- 
chungen erhält man allmählich die Gleichungen: 

3 = 2 . 9 - 1 • 15 

3 = -5.15 + 2.39 

3 = 7 . 39 - 5 . 54 

3 = -26.54 + 7-201 

3 = 137 . 201 - 26 . 1059 

3 = 137 . 3378 - 437 • 1059 , 

deren letzte die gesuchte Gleichung ist 

5. Man nennt zwei Zahlen ayh, indem man von dem 
ihnen stets gemeinsamen Teiler 1 absieht^ zwei Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler oder relativ prime oder 
teilerfremde Zahlen^ wenn sie außer der Einheit keinen 
gemeinsamen Teiler haben. Dies wird offenbar dann und 
nur dann der Fall sein^ wenn ihr durch den Euklidischen 
Algorithmus bestimmter größter gemeinsamer Teiler b^ gleich 
1 ist Denmach besteht in diesem Falle für gewisse ganz- 
zahlige Werte oc, ß die Gleichung 

(10) aoc + bß==l, 
oder die unbestimmte Gleichung 

(11) ax + by=l 

ist in ganzen Zahlen x, y auflösbar. Die Auflösbar- 
keit dieser Gleichung in ^en Zahlen ^ , y für den Fall 
teUerfremder a, & ist, wie sich zeigen wird, das folgenreichste 
Ergebnis, welches aus der fundamentalen in Gleichung (5) 
ausgesprochenen Tatsache der Zahlentheorie gezogen werden 
kann. Wir schließen daraus sofort den Satz: 

Sind a, b zwei teilerfremde und c eine dritte 
ganze Zahl, so ist jeder gemeinsame Teiler von ac 
und b auch ein gemeinsamer Teiler von c und 6. Denn, 
multipliziert man die Gleichung (10) mit c, so ist der ge- 
meinsame Teuer von a c und b auch gemeinsamer Teiler ihrer 
Vielfachen aC' öc und b* ßc und somit auch von deren Smnme 

ac'oc + b' ßc = c . 

Sind also auch c, b teilerfremd, so können ac und b 
nur die Einheit zu gemeinsamem Teiler haben, d. h. auch sie 
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sind teilerfremd^ und wir schließen den Satz (Euklidischer 
Fundamentalsatz) : 

Sind zwei Zahlen a^ c teilerfremd zu hy so ist 
auch ihr Produkt ac teilerfremd zu 6. — Und hieraus 
folgt leicht allgemeiner: Sind a, af , (ji\ . . . und 6, V ^ V ... 
zwei Reihen von beliebig viel Zahlen, von denen jede Zahl der 
ersten Reihe relativ prim ist zu jeder Zahl der zweiten Reihe, 
so ist auch das Produkt ad al' .. . relativ prim zum Produkte 
hVV . . . Denn dem vorstehenden Satze zufolge ist ao^, also 
auch a a! • a" , usw., endlich das Produkt aa! ci' . . . zu jeder der 
Zahlen h,V ,V' , . . . oder jede dieser Zahlen zu jenem Pro- 
dukte teilerfremd, demnach ist auch hV , also auch hV »V, 
usw., endlich das Produkt 6 6' Z/' . . . teilerfremd zu aa'a'^ . ., 
w. z. b. w. Nimmt man die ersteren Zahlen alle gleich a, 
die letzteren alle gleich h an und nennt h und Tc ihre Anzahl 
resp., so schließt man insbesondere, daß für teilerfremde a , i 
auch beliebige positive ganze Potenzen a*, 6* teilerfremd sind. 

Man nennt nun eine positive ganze Zahl p eine Prim- 
zahl, wenn sie die Eifi:enschaft hat, daß ledes Produkt ganzer 
ZaUen „nr dann du^h p teUbar ist, wenn wenigstens einer 
dieser seiner Faktoren es ist Demnach ist jede Primzahl 
eine unzerlegbare Zahl, denn, wäre p = a*l) eine Zerlegung 
von p in zwei von 1 und p verschiedene Faktoren, so wäre 
das Produkt a • h und doch keiner der Faktoren, da sie kleiner 
sind als p , durch p teilbar, mithin könnte p keine Primzahl 
sein. Aber jede unzerlegbare Zahl n ist auch Primzahl; denn 
sonst gäbe es ein durch n teübares Produkt von Faktoren, 
deren keiner durch n teilbar ist und folglich, da n nur die 
beiden Teiler 1 und n hat, mit n nur den Teiler 1 gemein- 
sam haben kann; jeder dieser Faktoren wäre also teüerfremd 
mit n und daher wäre dies auch ihr Produkt, welches doch 
im Gegenteil durch n teilbar vorausgesetzt ist. Man sieht 
aus diesen beiden Momenten, daß Primzahlen und unzerleg- 
bare positive ganze Zahlen ein und dasselbe sind. 

Nun hatten wir für jede positive ganze Zahl n eine Zer- 
legung in unzerlegbare positive Zahlen nachgewiesen von der 
Form (4); die Faktoren derselben dürfen daher jetzt auch 
als Primfaktoren bezeichnet werden. Gäbe es nun noch eine 
zweite Zerlegung von n in Primfaktoren, etwa durch die 
Gleichung 
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so erhielte man die Gleichheit 

(12) PP'v'' .../)<*'> = 2 2' .. . g^'^ 

zweier Zahlen^ deren rechtsstehende infolge derselben durch 
den Primfaktor p der linksstehenden teilbar wäre. Daher 
mußte einer der Faktoren rechts, etwa die Primzahl q den 
Teiler p haben, und da q als unzerlegbare Zahl nur die 
Teiler 1 und q besitzt, deren erster von p verschieden ist, 
müßte q mit dem Teiler p identisch, q=p sein. Somit 
höbe sich aus (12) rechts und links der Faktor p und q fort 
und man erhielte die Gleichung 

die nun ähnliche Schlüsse verstattet. Solange auf der einen 
oder der andern Seite noch ein Primfaktor sich findet, muß 
auch die andere Seite durch ihn teilbar sein, was seine Iden- 
tität mit einem Primfaktor der anderen Seite ergibt, und 
somit erkennt man, daß nicht nur beiderseits gleich viel^ 
sondern auch genau dieselben Primfaktoren befindlich^ daher 
die beiden Zerlegungen der Zahl n miteinander identisch sein 
müssen. Man findet folglich den nachstehenden Satz^ welcher 
den Satz (4) wesentlich vervollständigt, und als Funda- 
mentalsatz von der Teilbarkeit ganzer Zahlen bezeich- 
net werden soll: 

Jede positive ganze Zahl n kann auf eine ein- 
deutig bestimmte Weise als ein Produkt aus einer 
endlichen Anzahl von Primfaktoren dargestellt wer- 
den. — Indem man die etwa untereinander gleichen dieser 
Primfaktoren immer in eine Potenz zusammenfaßt, nimmt 
solche Darstellung die Form an: 

(13) n=p«.jp'«'-i)''«"..., 

y^orin p , p\ p^% . . . verschiedene Primzahlen, <Xj o^\ oc^\ . . . 
positive ganze Exponenten bedeuten. 
Beispiele: 

60 = 22 . 31 . 5S 720 = 2* . 32 . 5S 

9249240 = 23.51.72.112.31.131, 4704 -=25. 31. 72, 

6534 = 21.33.112. 

6« Ist d der größte gemeinsame Teiler zweier Zahlen a, b 
und 

(14) a^da\ b = db% 
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80 müssen a\ V teilerfremd sein; denn, hätten sie einen von 
1 verschiedenen gemeinsamen Teiler b , so daß a^ » <$ dx ^ 
V^dß gesetzt werden könnte^ unter oiyß ganze Zahlen 
verstanden^ so ergäbe sich 

a^ dd* (Ky 6 = dd* ß 

und tty h hätten den gemeinsamen Teiler dd> d. Um- 
gekehrt wird d der größte gemeinsame Teiler von a, b sein, 
wenn die Formeln (14) statthaben und a^, V darin teiler- 
fremd sind. Denn, ist d der größte gemeinsame Teuer von 
a^h, so muß d als gemeinsamer Teiler dieser Zahlen ein 
Teiler von ö oder d ein Vielfaches von d, dz=dd' sein; 
da aber a = da\ h = dV durch d = dd\ d. h. die teiler- 
fremden Zahlen a\ V durch d' teilbar sein sollen^ muß 
d' =» 1 , d. h, 6=^ d sein, w. z. b. w. 

Man nennt eine Zahl^ welche sowohl ^urch a als durch h 
teilbar, d. h. ein Vielfaches jeder der beiden Zahlen a, h 
ist, ein gemeinsames Vielfaches von a, h. Soll ein 
Vielfaches von a, 

m = a0 , 

auch Vielfaches von &, d. h. durch b teilbar sein^ so muß 

den Gleichungen (14) gemäß da^ durch dV oder a' z durch 

y teilbar sein, was erfordert, daß z durch V teilbar sei, da 

a\y teilerfremd sind. Man setze demgemäß z^Vy, wo 

y ganzzahlig gedacht wird; dadurch erhält jedes gemeinsame 

Vielfache von a, 6 die Gestalt 

,, ah 

m =^ ab y == — =- • y . 

Jede Zahl dieser Gestalt ist aber auch wirklich ein ge- 
meinsames Vielfaches von a, 6, da man schreiben kann 

— .y=:a'yy = b'a'y, 

und unter allen Zahlen dieser Gestalt ist ersichtlich die Zahl 

-=- die kleinste. Man gewinnt so folgenden 

Satz: Die gemeinsamen Vielfachen zweier Zahlen a, b 
sind identisch mit den sämtlichen Vielfachen ihres kleinsten ge- 
meinsamen Vielfachen, welches man erhält, wenn man ihr 
Produkt durch ihren größten gemeinsamen Teiler dividiert. 
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Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier teilerfremden 
Zahlen a,b ist sonach ihr Produkt a b , denn in diesem Falle 
ist d = 1. 

Man kann diese Betrachtungen verallgemeinem. Sind 

(15) a, bf c , . . . 

beliebig viel ganze Zahlen, so haben sie, da jede von ihnen nur 
eine endliche Anzahl von Teilern hat, auch nur eine endliche 
Anzahl gemeinsamer Teuer und somit auch einen größten 
gemeinsamen Teiler. Die samtlichen gemeinsamen Teiler der 
Zahlen (15) sind identisch mit den Teilern dieses ihres größten 
gemeinsamen Teüers. Man beweist dies durch allgemeine 
Induktion: der Satz steht schon fest für zwei Zahlen; wir 
nehmen an, 'er gelte sogar bereits für die Zahlen b, c, . . ,, 
und folgern ihn für die um eins größere Anzahl der Zahlen 
(15), und damit seine allgemeine Gültigkeit. Nach der An- 
nahme ist, wenn d den größten gemeinsamen Teiler der 
Zahlen b,c,... bedeutet, jeder ihnen gemeinsame Teiler 
auch Teuer von d. Daher muß jeder gemeinsame Teiler 
aller Zahlen (15) als gemeinsamer Teiler auch der Zahlen 
6, c, . . . ein Teiler von d, also gemeinsamer Teiler von a 
und d , also auch ein Teiler des größten gemeinsamen Teilers 
d von a und d sein. Dieser letztere d aber ist, weil er zu- 
gleich mit d auch gemeinsamer Teiler von b, c, . . . ist, er- 
sichtlich selbst ein allen Zahlen (15) gemeinsamer Teiler und 
yon ihnen aUen der größte, da d durch jeden andern von 
ihnen au&eht: und weil auch jeder seiner Teiler allen 
ZaMen (15) g^ieinsam sein maä, so stimmen seine Teuer 
und die den Zahlen (15) gemeinsamen Teiler in der Tat 
überein. 

Ist d der größte gemeinsame Teiler der Zahlen (15) und 

(16) a = da', b^dV, c = de\..., 

so sind a^,&^,c%... Zahlen ohne einen (von Eins ver- 
schiedenen) gemeinsamen Teiler; denn, hätten sie einen solchen 
<$, so daß man setzen könnte 

so ergäbe sich 

a = dd • oc f b = dd* ß f c = dd • y , . . • 
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und die Zahlen (15) hätten den Teiler dd>d gemeinsam, 
gegen die Bedeutung von d. Umgekehrt wird d größter ge- 
meinsamer Teiler der Zahlen (15) sein, wenn die Gleichungen 
(16) stattfinden, während a% 6% c^, . . . ohne gemeinsamen 
Teiler sind; denn wäre d der größte gemeinsame Teiler von 
a, 6, c, . . ., so müßte d, weil den Gleichungen (16) zufolge 
ein gemeinsamer Teiler der Zahlen a, b, c, . . ., ein Teiler 
von d oder d ein Vielfaches von d, ö = dd' sein und da 
die Zahlen (16) durch d teilbar wären^ fände sich d' als ein 
gemeinsamer Teiler von a% 6% c% . . . also gleich 1 und 
somit d = d. 

Eine Zahl m, welche Vielfaches von jeder der Zahlen 
(15) ist, heißt ein gemeinsames Vielfaches derselben. Das 
kleinste derselben hat die Eigenschaft^ daß seine Vielfachen 
mit den sämtlichen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen (15) 
identisch sind. Dieser Satz steht schon fest für zwei Zahlen; 
nehmen wir an, er gelte auch bereits für die Zahlen bfC,.,,, 
so daß; wenn pL deren kleinstes gemeinsames Vielfache be- 
deutet, jedes gemeinsame Vielfache derselben ein Vielfaches 
von /i ist. Daher muß dann jedes gemeinsame Vielfache 
aller Zahlen (15)^ da es auch ein solches der Zahlen b, c, , , . 
ist; ein Vielfaches von /i, demnach ein gemeinsames Vielfaches 
von a und /i und somit auch ein Vielfaches von deren 
kleinstem gemeinsamen Vielfachen m sein. Dies letztere m 
aber ist, weil zugleich mit jll auch ein gemeinsames Vielfaches 
von & , c , . . . , selbst ein gemeinsames Vielfaches aller Zahlen 
(15) und von diesen ihnen gemeinsamen Vielfachen das kleinste^ 
da es in jedem andern von ihnen aufgeht; auch wird jedes 
seiner Vielfachen mit m zugleich ein gemeinsames Vielfaches 
aller Zahlen (15) sein. Demnach stimmen seine Vielfachen 
mit den sämtlichen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen (15) 
überein. Hierdurch ist die Allgemeingültigkeit des behaup- 
teten Satzes erwiesen. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen 
a,b, c, . . ., die zu je zweien teilerfremd sind, ist gleich 
ihrem Produkte. Dieser Satz ist schon festgestellt für zwei 
solche Zahlen; nehmen wir an, er gelte auch schon für die 
Zahlen b, c,.,., so ist deren kleinstes gemeinsame Viel- 
fache /i gleich bc . . . Dem zuvor Bewiesenen zufolge ist 
aber das kleinste gemeinsame Vielfache m aller Zahlen (15) 
gleich demjenigen der Zahlen a und /^, und folglich, da a 



Von der Kongruenz der Zahlen. 15 

nach der YoraussetzuDg zu jeder der Zahlen b, c, . . . also 
auch zu ihrem Produkte jn teilerfremd ist, gleich dem Produkte 
a/LL ^ abc , , , 

Zweites Kapitel. 

Ton der Kongruenz der Zahlen. 

1. Nach der Grundtatsache der Zahlentheorie läßt jede 
positive oder negative ganze Zahl, durch eine gegebene ganze 
Zahl m geteilt, einen bestimmten Rest aus der Reihe der 
Zahlen 0, 1 , 2, . . ., m — 1. Sind w, w' zwei ganze Zah- 
len und 

(i) n = qm-{'r , n'^q'm-{'r^j 

(O^r^m — 1, O^r'^w— 1), 

so heißen n, W nach m oder modulom gleichrestig oder 
kongruent, wenn die Rester, / einander gleich, sie heißen 
inkongruent nachm, wenn r, r' voneinander verschieden 
sind. Da im ersteren Falle die Differenz 

n — n' = {ci — ci')*m 

durch m teilbar oder eine Zahl des Moduls [m] ist, im anderen 
Falle aber diese Differenz 

w — n' = (g' — g') • m + r — r' 

nicht durch m teilbar ist, da dann r — r' eine von NuU 
verschiedene Zahl der Reihe — (m — 1) , — (m — 2) . . . , 
(w — 2) , (w — 1) ist, dürfen wir auch sagen: die Zahlen w, n' 
sind nach m kongruent oder inkongruent, je nachdem ihre 
Differenz n — n' dem Modul [m] angehört oder nicht. Im 
ersteren Falle setzen wir nach Gauss 

(2) n ^ w' (mod. m) 

und nennen eine Beziehung dieser Art eine Kongruenz. 
Hier gelten folgende einfache Grundregeln: 
1. Sind zwei Zahlen n' y n" einer dritten Zahl n (mod.m) 

kongruent, so sind sie es auch untereinander. Denn die 

vorausgesetzten Kongruenzen 

n ^ w' , w ^ w'^ (mod. ni) 
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besagen ; daß die Differenzen n — W^ n--W* Zahlen des 
Moduls [m] sind; demnach gehört auch ihre Differenz 

/ (n — n") - (w — nO = n' - n" 

diesem Modul an und somit ist n' ^ n" (mod. m). 

2. Aus zwei Kongruenzen 

(3) n = n' , N = N' (mod.m) 

erschließt man auch die durch Addition ^ Subtraktion und 
Multiplikation derselben hervorgehenden Kongruenzen 

(4) j n - N= W— W \ (mod. w) . 

Denn nach (3) sind die Differenzen n — n\ N—N' 
Zahlen des Moduls [m]; daher ist auch sowohl ihre Summe 
als auch ihre Differenz^ d. h. sowohl 

n + JNT- (w'+ N') als auch (w - iV) - {n' - N') 

eine Zahl desselben Moduls^ was die beiden ersten der Kon- 
gruenzen (4) aussagen. Aber auch die Vielfachen (w — W)'N 
und (JT— jSr)«n' der in [m] enthaltenen Zahlen n — n\ 
N—N' gehören (vor. Kap. Nr. 2, 3) dem Modul [m] an, 
somit ist auch ihre Summe 

(n - »0 N+ {N'- N')n' = nN- N'n' 

eine Zahl des Moduls [m], wie die dritte der Kongruen- 
zen (4) behauptet 

3. Aus der Kongruenz 

(5) nN=n'N (mod.w) 
folgt diese andere: 

(6) nE=n' (mod. -r-j , 

wenn d den größten gemeinsamen Teiler von m und N be- 
deutet. Denn nach (5) ist die Differenz (n — n')N teilbar 
durch m; setzt man nun m = dm', N=^ dW, so daß m', W 
teilerfremd sind, so muß, da (» — n') N' teilbar ist durch m', 

der Faktor n — n' durch m' = -^ teilbar sein, wie die Kon- 
gruenz (6) aussagt. 
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Hiemach darf in einer Kongruenz ein etwa vorhandener 
gemeinsamer Faktor beider Seiten nur dann unterdrückt 
werden; wenn er zum Modul teilerfremd ist^ denn aus (5) 
ergibt sich nur dann notwendig n = n' (mod.m), wenn 
d = l ist. 

4. Aus der Kongruenz 

(7) n ^ w' (mod. m) 

folgt auch für jeden Teiler d von m die Kongruenz 

(8) w ^ n' (mod« d) ; 

denn^ ist die Differenz n — n^ eine Zahl des Moduls [m] , 
so ist sie^ da dieser (Kap. 1 Nr. 2) völlig im Modul [d] 
enthalten ist^ auch eine Zahl dieses letzteren Moduls und 
die Kongruenz (8) erfüllt. 

5. Besteht die Kongruenz zweier Zahlen n, w' nach 
verschiedenen Moduln a, b, c, . . ., so besteht sie auch 
nach deren kleinstem gemeinsamen Vielfachen m . Denn die 
Differenz n — n' muß^ wenn sie ein Vielfaches jeder der 
Zahlen a, b, c, .. . ist, zugleich auch ein solches von m 
sein. — Sind insbesondere die Moduln a, &, c,... zu je 
zweien teilerfremd, so folgt aus der Kongruenz zweier 
Zahlen n, W nach allen jenen Moduln ihre Kongruenz auch 
nach deren Produkt, denn jetzt ist (Kap. 1, Schluß) das 
kleinste gemeinsame Vielfache m der Moduln gleich diesem 
Produkte. 

2. Nach diesen Begehi ergibt sich ein wichtiger Satz. 
Sei nämlich 

(9) A^)=*ö^*ic* + ai.ia;*-i+ ... +aiic + ao 

eine ganze Funktion der Unbestimmten x mit ganzzahligen 
Koeffizienten aj^ , a^-i ^ . . . ^ Oq ; für jeden ganzzahligen Wert 
der Unbestimmten nimmt sie gleichfalls einen ganzzahligen 
Wert an. Wenn nun (x , ß zwei nach m kongruente Zahlen 
bedeutet; so folgt aus der wiederholten Multiplikation der 
Kongruenz 

(10) ß^oc (mod. m) 

mit sich selbst für jeden ganzzahligen Exponenten i die 
Kongruenz 

ß^ ^ (X* (mod. m) , 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 2 
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und^ wenn diese mit der selbstverständlichen anderen: 
Oi^Oi (mod. m) multipliziert wird; auch 

(11) aiß^^ üi (X* (mod. m) ; 

die Addition endlich der den Werten ♦ = *,* — 1,... 2, 1,0 
entsprechenden Kongruenzen (11) ergibt offenbar die folgende: 

(12) f{ß) = f{(K) (mod.m) 

und somit den Satz: 

Die Werte, welche eine ganze Funktion von x 
mit ganzzahligen Koeffizienten für zwei einander 
kongruente Werte der Unbestimmten x annimmt, 
sind selbst kongruent. 

Schreibt man z. B. die Zahl 9523 in der gewöhnlichen 
dekadischen Form 

9523 = 9 • 10» + 5 . 10» + 2 . 10^ + 3 = f{10) 
und beachtet, daß 10 ^ 1 (mod. 9) ist, so ergibt sich 

f{10) = /•(!) 
oder 

9523 = 9 + 5 + 2 + 3 (mod.9), 

d. h. der bekannte Satz: Eine Zahl gibt durch 9 geteilt den- 
selben Best, wie die Quersmnme ihrer Ziffern. 

Um die inkongruenten Werte der Funktion f{x) zu er- 
halten, braucht man jenem Satze zufolge x nur alle Beste 
0, 1, 2, . . ., m — 1 (modm) durdblaufen zu lassen. Es ist 
nicht gesagt, daß die Funktion f{x) dann auch selbst alle 
Beste, z. B. den Best Null (mod. m) ergeben wird, im Gregen- 
teil entsteht hier eine Au:^be, welche das Analogen zur 
Auflosung der Gleichung 

(13) /•(«)- 

oder zur Bestimmung der sogenannten Wurzeln dieser 
Gleichung ausmacht, nämlich die Aufgabe: 

Bei gegebener Funktion f{x) diejenigen etwa vorhan- 
denen ganzzahligen Werte x zu ermitteln, für welche die 
Kongruenz 

(U) f{ix>) = (moAm) 

erfüllt, nämlich f{x) durch m teilbar wird. Während eine 
Gleichung (13) stets nur eine endliche Menge von Losungen 
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oder Wurzeln hat^ ist die Anzahl der Lösungen einer Kon- 
gruenz (14), wenn es deren überhaupt eine gibt, stets un- 
endlich groß, da, wenn /*(«) ^ ist, f&r jede der unendlich 
vielen mit x kongruenten Zahlen ß x=, oi-{-m*z ebenfalls 
f{ß) ^ ist, wie zuvor festgestellt worden. Man betrachtet 
indessen sämtliche untereinander kongruente Lösungen stets 
nur als eine einzige Wurzel der Kongmenz, und bei dieser 
Auffassung hat auch jede Kongruenz nur eine endliche An- 
zahl von Wurzeln. 

Ist insbesondere der Modul m eine Primzahl p , so gilt 
sogar der gleiche Satz, wie von den Gleichungen, daß näm- 
lich die Anzahl der Wurzeln einer Kongruenz (mod.^) 
nicht größer sein kann als ihr Grad Dabei bedarf 
es aber einer Definition für den sogenannten Grad einer 
Kongruenz. Da offenbar die beiden ganzen Funktionen 

falls ait teilbar ist durch j?, für jeden ganzzahligen Wert 
von X einander kongruent sind (mod.j7), müssen auch ihre 
Wurzeln identisch sein, d. h. diejenigen Werte von x^ für 
welche die eine teilbar wird durch p, müssen auch die an- 
dere durch p teilbar machen; man darf daher, ohne daß sich 
die Wurzeln der Kongruenz 

(15) a\0^ + at_ia;*"* + ... +aia: + a0^O (mod.j)) 

ändern, das durch p teilbare erste Glied, sowie auch jedes 
weitere, welches etwa durch p teilbar wäre, weglassen. 
Daher heißt eine solche Kongruenz dann und nur 
dann vom Grade Ä;, wenn das höchste Glied, dessen 
Koeffizient durch p nicht teilbar ist, den Exponenten ä; 
hat. Wären sämtliche Koeffizienten der Kongruenz (15) 
teilbar durch j?, so besäße diese Kongruenz überhaupt 
keinen Grad und wäre identisch, nämlich für jedes ganz- 
zahlige x erfüllt 

Der oben ausgesprochene Satz beweist sich nun durch 
allgemeine Liduktion. Betrachten wir zuvörderst die all- 
gemeine Kongruenz vom Grade 1, nämlich 

(16) Ol 0? + ao ^ (mod.i)) , 

wo also % nicht durch p teilbar ist. Sie kann nie mehr 

2* 



20 ^^^ rationale Zahlenkörper. 

als eine Wurzel haben^ denn^ sind x^ (k und x^' ß zwei 
Lösungen derart, daß 

wäre; so ergibt sieb durch Subtraktion dieser beiden Kon- 
gruenzen 

% (ä — /8) ^ (mod. j)) , 

und; da o^ nicht teilbar ist durch p, muß es x — ß, d. h. 
(K^ ß (mod.^) sein; alle etwaigen Losungen von (16) bilden 
denmach nur eine Wurzel. — Nachdem dies festgestellt ist, 
nehmen wir den zu beweisenden Satz auch schon für alle 
Kongruenzen kleineren als des Ä;ten Grades als bewiesen 
an und zeigen, daß er dann auch für die Kongruenz (15) 
vom Grade k gilt. Hätte diese aber im Gegenteil mehr als 
k Wurzeln, mindestens also k-\-l inkongruente Lösungen 
Ä , Äi , Ä2 , . . . , Äj , so wäre die Differenz der beiden Aus- 

ak{x — (Xi) {x — oc^)...{x — (Xk) 

eine ganze, ganzzahlige Funktion von x, deren Grad {mod.p) 
höchstens t ■— 1 ist, da die Potenz x^ in der Differenz sich 
hebt; die Kongruenz 

(akX^+ak-iS^~^+>*>-\-aQ)—ait{x--(Xi)...{x—(Xk)^0 (mod.p) 

hätte aber i Wurzeln (x^, (X^, . . ., ocu, da sowohl der Mi- 
nuendus als der Subtrahendus für jeden dieser Werte von x 
durch p teilbar wird, und daher müßte die Kongruenz nach 
der gemachten Annahme identisch, mithin auch für den 
Wert x^ (X erfüllt sein. Da aber für diesen Wert der 
Minuendus nach Voraussetzung kongruent Null ist, erhielte 
man die Kongruenz 

»»(ä — «i) (öc — Äj) • • • (^ "~ **) ^ (mod.^) , 

die nicht stattfinden kann, denn weder kann der höchste 
Koeffizient a* der Kongruenz (15) noch eine der Differen- 
zen Ä — Äi , öc — Ä2 , . . . , öt — Ä» j ^ ^ äIs mit den Zahlen. 
(Xi, (X2, » . 'f (Xk inkongruent gedacht ist, durch p teilbar 
sein, und somit kann es auch das Produkt selbst nicht sein. 
Dieser Widerspruch erweist die Eichtigkeit des Satzes auch 
für die Kongruenz (15) des Grades k und somit seine All- 
gemeingültigkeit. 
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3. Indem wir nun wieder den Modul m als beliebig ge- 
geben denken ; wollen wir alle untereinander (mod. m) kon- 
gruenten Zahlen in eine Klasse zusammenfassen^ die wir dann 
eine Restklasse (mod. m) nennen. Da die Zahlen 0^1,2; . . ., 
m — 1 zu je zweien inkongruent, also verschiedenen Rest- 
Massen zugehörig sind, jede andere 2^hl n aber einer von 
jenen kongruent^ also in deren ßestklasse befindlich ist^ so 
gibt es m verschiedene Restklassen, die wir unzweideutig 
repräsentieren können , wenn wir aus jeder von ihnen nach 
Belieben ein Individuum 

(17) ^0>^19 ^2> • "f ^m-l 

herausgreifen. Denn, ist i der Rest, welchen r^ (mod. m) laßt, 
so gehört r^ der dem Reste i entsprechenden Klasse an und 
die durch r,- repräsentierte Restklasse ist die Gesamtheit 
aller Zahlen mit dem Reste i (mod.m). Ein solches System 
repräsentierender Zahlen (17) nennen wir kurz ein vollstän- 
diges Restsystem oder ein System inkongruenter 
Zahlen (mod.m). Das einfachste ist das System der Zahlen 

(18) 0, 1, 2,..., m — 1, 

welches das System der kleinsten positiven Reste 
heißt. Für den Fall eines ungeraden Moduls m heben wir 
ein anderes wegen seiner Wichtigkeit für die Folge hervor, 
das System der absolut kleinsten Reste: 



(19) 



*»-! »^-3 _2 _i 12 

m — 3 w — 1 



dessen m Zahlen in der Tat zu je zweien inkongruent sind, 
da deren Differenz absolut kleiner als m und von Null ver- 
schieden und daher durch m nicht teilbar ist. 

Z. B. ist für m = 17 das System der kleinsten posi- 
tiven Reste: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 

dasjenige der absolut kleinsten Reste: 

-8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ,- 
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aber auch das System der Zahlen: 

34, -16, 19, 37, 4, -12, -45, 24, 8, -8, 27, 11, 46, 

-4, 14, -19, -1 

stellt ein vollständiges Restsystem dar, da sie den 
Zahlen des erstbezeichneten Systems der Reihe nach kon- 
graent sind. 

Nun haben ersichtlich alle Zahlen einer Klasse (mod.m) 
den gleichen größten Teiler mit dem Modul gemeinsam. 
Denn, ist n ^ n' (mod.m), d. h. n = n' + mj», so geht jeder 
den Zahlen n^ , m gemeinsame Teiler auch in n , und jeder 
den Zahlen n,m gemeinsame Teiler ,wegen w' = » — Wjer 
auch in n' auf. Ist daher eine Zahl einer Restklasse relativ 
prim zum Modul, so sind sie es sämtlich, und daher ver- 
teilen sich alle zu m teilerfremden Zahlen in diejenigen 
Restklassen und erfüllen auch diese, deren Repräsentanten 
zu m teilerfremd sind. Zieht man diese aus dem vollstän- 
digen Restsysteme heraus und nennt sie 

(20) Qif Q2f Qsf'f Q/if 

so repräsentiert dies sogenannte reduzierte Restsystem 
(mod.m) sämtliche zu m teilerfremde Zahlen in Restklassen 
(mod.m) verteilt. Die Anzähl ju dieser Klassen, d. i. die 
Anzahl der Zahlen 0, 1,2, ..., m — 1, welche teilerfremd 
sind zu m, wird als eine von m abl|ängige Zahl gewöhnlich 
durch das Funktionszeichen 

(21) fjL = q>{m) 

bezeichnet. ^^ , 

4. Man denke die Zahl m ii^endwie in Faktoren 
a , & , c , . . . zerlegt, die zu zweien teilerfremd sind, z. B. in 
die verschiedenen Primzahlpotenzen, aus denen sie nach. 
Kap. 1 zusammengesetzt ist. Dann wird jede Zahl n der 
Reüie (18) durch a, b, c, . , . geteilt bzw. einen der Reste 

0, 1, 2, ... , a — 1 (mod.a) 

0, 1, 2, ..., 6 — 1 (mod.6) 

0, 1, 2, ... , c — 1 (mod. c) 



(22) 



und folglich eine bestimmte Kombination aus je einem Ele- 
mente dieser verschiedenen Restsysteme ergeben. Zwei ver- 
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Bchiedene Zahlen n, n' jener Reihe geben aber anch ver- 
schiedene Bestkombinationen. Denn^ wäre zugleich 

» ^ Ä (mod. a) , n ^ ß (mod. 6) , n ^ y (mod. c) , . . . 
n' ^ Ä (mod.a) , n^^ ß (mod. 6) , n'^y (mod. c) , . . . 

80 waren n, n' einander kongruent nach jedem der Moduln 
ay'bjCj,.,^ also auch (Nr. 1, 5) nach deren kleinstem ge- 
meinsamen Vielfachen a •}>•€.. .^^nty was sie doch als 
verschiedene Zahlen der Reihe (18) nicht sind. Somit er- 
geben die m Zahlen (18) m^^ a •}>•€., , verschiedene ^ d. h. 
alle überhaupt möglichen Restkombinationen nach den Mo- 
duln a^h, Cy . . . y denn bekanntlich betragt die Anzahl der 
KombinationeB aus a Zahlen mit h anderen, mit c anderen 
Zahlen usw. ebenfalls a • & • o . . . Man erhält so folgen- 
den Satz: 

Ist Ä, /8, y,... irgend eine vorgeschriebene 
Kombination aus den Restsjstemen (22)^ so gibt es 
in der Reihe (18) eine bestimmte Zahl n, welche diese 
Reste läßt. Alle Zahlen, welche es ebenfalls tun, werden 
dann gegeben durch die Kongruenz 

(23) n' ^n (mod. m) ; 

denn nur solche Zahlen n' geben, wie vorher gezeigt^ die- 
selbe Restkombination, offenbar gibt aber auch jede mit n 
(mod. m) kongruente Zahl, da sie mit n auch (mod. a , 2» , c , . . . ) 
kongruent ist, den gleichen Rest nach diesen Moduln wie n . 

Ist insbesondere n teilerfremd zu m, also auch zu 
a , 6 , c , . . . , so sind auch die Reste (k , ßy y , . . . , welche 
n nach diesen Moduln läßt, nach voriger Nummer teilerfremd 
zu a, &, c, . . . resp., wie denn auch umgekehrt, wenn die 
Reste ocy ß, y, . , . von n nach diesen Moduln prim gegen 
sie sind, n selbst es sein, und daher auch gegen ihr Pro- 
dukt m teilerfremd sein muß. Da nun jeder Restkombination 
(X, /}, y, . . . eine und nur eine Zahl n der Reihe (18) ent- 
spricht, so muß auch die Anzahl cp (m) der Zahlen (18), welche 
teilerfremd gegen m sind, der Anzahl Kombinationen aus 
den (p{a) zu a, den 99(6) zu &, den q){c) zu c, . . . teiler- 
fremden Resten oc, ß,y, ,,. gleich sein, und so ei^bt sich der 

Satz: Sind a, &, 0, . . . zu je zweien teilerfremde 
Zahlen und m = ahc ..., so besteht die Gleichung 

(24) , (p{m)==(p{a)*(p{b)'(p{c) ... 
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Diese Eigenschaft der Funktion (p{m) fahrt; wenn^^die 
Zerlegung von m in Primzahlpotenzen bekannt ist; zu einem 
entsprechenden Ausdrucke der Funktion, durch welchen sie 
berechnet werden kann. Ist nämlich 

■ 

so erhält man zunächst nach dem voraufgehenden Satze 

(p(m) = (p (p*) • (p Q)'*') • q) {p"^") . . . 
Nun ist q){p^) die Anzahl der Zahlen 

(25) 0, 1, 2, 3, . . . , i)« - 1 , 

welche prim zu p^^ d. h. durch p nicht teilbar sind^ also 
offenbar gleich der gesamten Anzahl r dieser Zahlen ver- 
mindert um die Anzahl derjenigen dieser Zahlen, welche 
durch p teilbar sind^ d. h. der Vielfachen 

0, l'P, 2>p, 3-i?, ... (l>"-^ — l)p, 
also erhalt man die Gleichung 

(p(p^) =p^ — j)«-l =pcc-lfj^ _ 1)^ 

Da für die übrigen Primzahlpotenzen Entsprechendes 
gilt^ kommt endlich 

(26) i^(m) = p«-i(p-l).p'«'-i(p'-l).jp''«"-i(y-l) ... 
oder 

(26a) ^(^) = m(l-l)(l-l)(l-^)... 

Beispiele: 1. Für m = 12 = 22.31 gibt es (p\(12) 
= 9? (2*) • 9? (3) =2*2 = 4 teilerfremde Zahlen kleiner als 
12, nämlich 1, 5, 7, 11. 

2. Für m«20 i&t (p(20) = (p(2^) - (p(5) = 2 * A ^ 8 , es 
gibt also 8 zu 20 teilerfremde Zahlen kleiner als 20, näm- 
Kdb 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19. 

3. Für w = 60 ist (p{60) = 9?(22)-. (^(3) • ^(5) « 2 • 2 • 4 
= 16. Daher gibt es 16 zu 60 teUerfremde Zahlen kleiner 
als 60, nämlich 

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 59. 

5. Eine weitere Eigenschaft der Funktion (p(m) liefert 
folgende Erwägung. Man bezeichne mit d einen Teiler von 
m und suche die Anzahl der Zahlen (18), welche mit m den 



Von der Kongruenz der ZaMen. 25 

größten gemeinsamen Teiler d haben. Sie befinden sich 
natürlich alle unter den Vielfachen von d m jener Beihe, d. i. 
unter den Zahlen 

0, 1-e?, 2-d, 3-(i, ... (^ — l)-^5 

Wh 

irgend eins derselben, ä • (?, hat aber mit m = -^*d dann und 

nur dann d zum größten gemeinsamen Teiler, wenn Ä und -r 

teüerfremd sind. Somit ist die gesuchte Anzahl gleich der 
Anzahl der Zahlen 

0, 1, 2, 3, . . . , -^ — 1, 

welche zu -^ teilerfremd sind, d* i gleich 9? I-t) • 

Sind nun 1 , d, <i' , . . . , m die samtlichen Teiler von 
m, so hat jede der Zahlen (18) einen dieser Teiler zum 
gröfiten gemeinsameD Teuer mit m. Indem man also immer 
die Zahlen in eine Gruppe zusammenfaßt, denen derselbe 
größte gemeinsame Teiler mit m zakommt, erhält man in 
diesen einzelnen Gruppen bzw. 

9'W, 9^). ^-d), ..., ^-Q 

Zahlen, welche zusammen alle m Zahlen (18) ergeben müssen, 
mithin die Gleichheit 

(27) ^ = ^(«,) + <,(|) + ^(|) + ... + ^g), 
welche einfacher mittels des Summenzeichens in der Form 

(27a) ^"'Zvi^), 

die Summation auf alle Teuer d von m bezogen, geschrieben 
werden kann. Dividiert man aber m durch seine sämtlichen 
Teiler, so erhält man die Eeihe der zu diesen komplementären 
Teiler, die in ihrer Gesamtheit offenbar jene Teiler in um- 
gekehrter ßeihenfolge ergeben. Man darf daher die vor- 
stehende Gleichung auch folgendermaßen schreiben: 

(27b) m^(p(l) + ip{d) + (p^d") H [-(p(m) 
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oder den Satz aussprechen: Bildet man die Funktion 
q>(m) für sämtliche Teiler einer gegebenen Zahl^ so 
ist die Summe der erhaltenen Anzahlen der letzteren 
Zahl gleich. 

Beispiel: Sei m = 60^ so sind seine sämtlichen Teiler 

d= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60; 

ihnen entsprechen folgende Werte 

(p{d)^l, 1, 2, 2, 4, 2, 4, 4, 8, 8, 8, 16, 

deren Summe in der Tat gleich 60 ist. 

6. Es ist nun sehr interessant, daß die in der Glei- 
chung (27a) ausgesprochene Eigenschaft der Funktion (p{m) 
ihren in (26 a) gegebenen Ausdruck wieder gewinnen läßt 
Sind nämlich allgemeiner f(fn), \p{m) zwei zahlentheoretische 
Funktionen, d. h. zwei Großen, welche mit der ganzen 
Zahl m zugleich bestimmt sind, und besteht zwischen ihnen 
für jeden ganzen Wert von m die der Gleichung (27 a) ana- 
loge Beziehung 

(28) /*W = ^wyj\y 

dim ^^^ 

mittels deren die /-Funktion durch ^-Funktionen ausgedrückt 
wird, so läßt sich diese Beziehung umkehren, so daß die 
^-Funktion durch /"-Funktionen bestimmt wird. Um diese 
Ümkehrung zu leisten, benutzt man am besten eine aus- 
gezeichnete zahlentheoretische Funktion, die wir 

/i(m) 

nennen wollen und folgendermaßen definieren: 

fiim) sei Null, wenn m einen quadratischen Teiler hat 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn m wenigstens 
einen seiner Primfaktoren mehrfach enthält, so daß in der 
Zerlegung 

(29) m = p«/«' . . , _p(*-*)«(*-^> 

mindestens einer der Exponenten großer als 1 ist; entgegen- 
gesetztenfalls, wenn also die Zerlegung von m diese wäre: 

(29a) m = pp' ., . i?(*-^>, 

sei iu(m) = -fl oder —1, je nachdem die Anzahl Je der ver- 
schiedenen Primfaktoren gerade oder ungerade ist; ins- 
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besondere setzen wir ^(1) = 1. Es ist also z. B. ^(3) = — 1, 
^(6) - ^(2 . 3) = +1 , fz(12) = /i(28 . 3) = 0, usw. 

Für diese Funktion ^(m) beweisen wir nun zunächst den 

Satz: Ist m> 1; so ist die auf alle Teiler d von 
m erstreckte Summe 

(30) 2'a*W = 0. 

d : m 

Da ^(d) für diejenigen Teiler d von m Null ist; welche 
einen mehrfachen Primteiler haben^ genügt es^ die Summe 
auf die übrigen d zu erstrecken; da aber ein Teiler d von 
m keine anderen Primfaktoren haben kann als m selbst^ 
weil ja jeder Teiler von d auch ein solcher von m ist, kann 
d nur die Form haben 

wo die Exponenten Null oder positive ganze Zahlen sind, und d 
wird dann und nur dann ohne mehrfache Primfaktoren seiu; 
wenn keiner der Exponenten größer als 1 ist Die vorher 
gedachten übrigen Teiler d von m sind also nur die folgenden: 

Die Zahl: 1, 

die einzelnen Primzahlen: p ,p\ p'\ . . . , p^^-^^ , 

die Produkte aus je zwei derselben: pp' f pp^^p'p'^ , . . . , 

die Produkte aus je drei derselben: pp' p'\ pp' p"' y p' p" p'" y . . . , 

endlich das Produkt: pp' p^' . . . ß^*"^> . 

Die Anzahl der Zahlen 6 in diesen einzelnen Reihen 
beträgt 

* Ä? (Z; - 1) Ä?(Ä?-l)(Ä;-2) 

^' \' 1.2 ' 1.2-3 ' •••' ^ 

und; weil /i(d) entsprechend den aufeinanderfolgenden Seihen 
gleich +1; — 1, +1, . . .; (—1)* ist, erhalt man für die 
Summe (30) folgenden Wert: 

* *^-l) Ä;(t-l)(Ä;-2) 

\^~r^ iT2T3 i----i-t-i; > 

d. h. (1 — 1)* fdso, wenn A ^ 1 , gleich Null, w. z. b. w. 
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Nachdem dies bewiesen worden, bezeichnen wir jetzt 
wieder mit d jeden Teiler von m und multiplizieren die der 
Gleichung (28) entsprechende Gleichung 



f{j)-2:A^)- 






in welcher die Summe zur Rechten nunmehr auf alle 

AM 

Teiler d von -^ zu erstrecken ist, mit /i(^), und sum- 

ö 

mieren dann über alle Werte von d. So erhalten wir 

(31) i:f^i^)-f{T)-^(^^^'M-jö)\ 

o 

Durchläuft aber d die Teiler von m und d jedesmal alle 

Teiler von -j- , so ist jedesmal auch dd ein Teiler von m , 

auch erhält man so alle Teiler von m , da z. B. für 6 = 1 

das Produkt dö ^= d alle Teiler von — anzunehmen hat. 

Vereinigt man daher in der Doppelsumme zur Bechten alle 
Glieder, in welchen sich das Produkt dd zu ein und dem- 
selben Teiler t von m zusammenfaßt: dd^t^ wobei ö offen- 
bar alle Teiler von t durchläuft, so kann man die Doppel- 
summe auch folgendermaßen schreiben: 



z(v(^)-i:m«), 

Um \ ^ '' / d:t I 



und man erhält, da mit Rücksicht auf den Satz (30) nur ihr, 
dem Werte i^ = 1 entsprechendes Glied stehen bleibt, da£ür 
den einfachen Wert ^(m). Demnach geht aus (31) die er- 
wähnte ümkehrungsformel 

(32) vW=2'/^(«5)-/'(y) 

hervor. 

Im besonderen folgt also aus (27 a) die Beziehung 
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d. i. mit Beachtung des beim Beweise der Formel (30) Be- 
merkten 

(p{m)=m^m( — | — ;-] — y-,-\- • • • )+^( — /H t/H — 7777+ • • • ) 

^^ ^ \p p p I \pp pp pp I 

'^^Xp^^J^^YWF^'^ ...j+ ... 

was nichts anderes ist als die entwickelte Formel (26 a): 

^W = m(i-l.)(i-i,)...(i--L-). 

7. Wird ein vollständiges Restsystem 

(33) ro , ri , r^^ . . ., r«_i (mod.m) 

mit irgend einer zu m teilerfremden Zahl q multipliziert^ so 
entstehen m untereinander inkongruente Zahlen 

(33a) qr^y qt^, qv^^ . . ., qv^-i, 

denn aus der Kongruenz ^ r,- ^ ^ r* zweier von ihnen ergäbe 
sich, da q relativ prim zu m ist, die Kongruenz r,- ^ rjt , 
während die Zahlen (33) als inkongruent gedacht sind. Dem- 
nach bilden die Zahlen (33 a) wieder ein vollständiges Best- 
system (mod.w) und müssen, von der Ordnung abgesehen, 
den Zahlen (33) insgesamt kongruent sein. Es gibt also 
immer eine Zahl r der Reihe (33), für welche qr einer be- 
liebig gewählten Zahl der Reihe (33) oder, da jede Zahl n 
einer von diesen kongruent ist, eiuer ganz beliebig gewählten 
Zahl n kongruent wird (mod.m), mit anderen Worten: Die 
Kongruenz ersten Grades 

(34) QX^n (mod. m) 

hat stets eine Auflösung, wenn der Koeffizient q 
teilerfremd zum Modul ist. — Ist aber x = r eine 
Auflösung, so gibt es unendlich viele, die alle durch die 
Formel x^r (mod. m) bestimmt sind, denn mit r leistet 
auch jede ihr kongruente Zahl der Kongruenz Genüge; aber 
auch umgekehrt jede ihr genügende Zahl r' muß mit r kon- 
gruent sein, da aus 



30 ^^^ rationale ZahlenkOrper. 

sich 

also auch r^r' (mod.m) ergibt. Die Kongruenz (34) 
hat also eine und nur eine Wurzel. 

Beispiel. Sei zu lösen 1x^—8 (mod. 12). Multi- 
pliziert man die Reste 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 

mit 7, so erhalt man für die Vielfachen die folgenden Reste: 

0, 7, 2, 9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5, 

von welchen 4^—8 (mod. 12) ist^ also ist die Lösung 

x^4: (mod. 12) , 

wofür m der Tat 7 • 4 = — 8 oder 7 • 4 + 8 = 36 durch 12 
teilbar ist. 

Anders ist es mit der Kongruenz 

(34a) QX^n (mod. m) , 

wenn der Koeffizient q nicht teilerfremd zu m ist, sondern 
einen von 1 verschiedenen größten gemeinsamen Teiler 6 
mit dem Modul m hat. Setzt man dann nämlich q « dQ% 
m = dm', wo nun q', m' teilerfremde ganze Zahlen sind, so 
müßte, wenn die Kongruenz (34a) stattfände, n, als der- 
selben Klasse angehörig wie qx^Ö'q'x^ ebenfidls mit m 
den gemeinsamen Teiler d haben, so daß n = dn' gesetzt 
werden könnte. Andernfalls, wenn nämlich n nicht durch 
den größten gemeinsamen Teiler des Koeffizienten q und 
des Moduls m teilbar ist, wird die Kongruenz (34a) un- 
lösbar sein. Dagegen folgt, wenn n durch diesen größten 
gemeinsamen Teiler au%eht, aus 

QX — n^^d» (q'x — n') , 

daß zugleich mit QX — n auch {q'x — n^ i durch m = m'd ^ 
also q'x — n' durch m' au%eht, oder es folgt aus der Kon- 
gruenz (34a) die andere: 

q'x ^ n' (mod. m') ; 

jede Lösung der ersteren ist also auch eine solche der letz- 
teren. Diese hat aber, da q% m' teilerfremd sind, eine 
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Wurzel x'^T (mod m^ , und für jeden solchen Wert von x 
ist auch wirkUch ^^_ n = ife'^ - nO 

teilbar durch m, da q'x — n'^E=iq'r — n' (mod.m% d.h. 
durch m' teilbar ist. Alle diese Zahlen x sind durch die 
Formel 

(35) a: = r + m'jBf 

gegeben, wenn darin z alle ganzen Zahlen durchläuft; dies 
geschieht aber nach der Grundtatsache der Zahlentheorie^ 
wenn z^= by '\'t gesetzt wird und y alle ganzen Zahlen^ 
t aber alle Zahlen 0, 1, 2^ . . .^ ^ — 1 durchläuft Somit 
erhält man aus (35) die Formel 

a? = (r + m'{) + my , 

oder die ö verschiedenen Formeln 



(36) 



{ x^r 
x^r + 2m^ 



(mod. m) , 



, x^r + {d — l)m\ 

welche alle Auflösungen von (34 a) liefern und offenbar 
ö Wurzeln (mod.m) repräsentieren ^ da je zwei der Werte 

eine durch m nicht teilbare Differenz ergeben. Es gilt da- 
her der 

Satz: Ist für die Kongruenz (34a), in welcher q 
und m den größten gemeinsamen Teiler d haben^ die 
notwendige Bedingung, daB auch n durch d teilbar 
sei, erfüllt^ so hat die Kongriuenz d Wurzeln. 

Beispiele: 1. 8:1; ^5 (mod. 12) ist unmöglich^ denn 
5 geht durch den größten gemeinsamen Teiler 4 von 8 
und 12 nicht auf. 

2. 8^ ^ 4 (mod 12) gibt 2^ ^ 1 (mod. 3)^ eine Kon- 
gruenz^ der durch x^2 (mod. 3) , d. h. ä; =- 2 + 3 • ^ oder 

a; = 2 + 3(^ + 4y) = 2 + 3< (mod. 12) 

genügt wird; die gegebene Kongruenz hat also die Wurzeln 

x^2 , x^5 , x^8 y rc^ll (mod. 12) . 
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8. Denkt man sich jetzt statt eines vollständigen Best- 
systems nur die Glieder eines reduzierten Restsystems 

(37) ^1, ^2, Qs, ..., Qf* 

(mod.m) mit irgend einer zu m teiler&emden Zahl q mul- 
tipliziert, so erhält man der vorigen Nummer zufolge ju 
(mod.m) inkongruente Produkte 

(37a) QQif QQ29 QQs9 ' • 'f QQf^f 

die zugleich auch zu m teilerfremd sind, da die Faktoren 
es sind. Diese Produkte bilden daher wieder ein reduziertes 
Restsystem (mod.m) und müssen also, von der Ordnung ab- 
gesehen, den Zahlen (37) kongruent sein, so daß auch das 
Produkt der Zahlen (37a) demjenigen der letzteren Zahlen 
kongruent sein muß, in Zeichen: 

Q^'QiQ2 ' " Qf*^ QiQ2 '*' Qf* (mod. w) • 

Da jedoch mit den Zahlen ^^ , ^2 > • • • > Q/* a^ch deren Pro- 
dukt zum Modul teilerfremd ist, läßt oer gleiche Faktor 
beider Seiten sich heben und für jede zu m teilerfremde 
Zahl Q die Kongruenz 

^ ^ 1 (mod. m) 

oder mit Benutzung des Funktionszeichens (p{ni) für /i die 
Kongruenz 

(38) ^^(»») = 1 (mod.m) 

sich erschließen. Da diese Kongruenz, die hier für jede 
zu m teilerfremde Zahl q bewiesen ist, für eine Zahl ^, 
welche irgend einen Teiler mit m gemeinsam hat, nicht be- 
stehen kann, da die rechte Seite ihn nicht auch hat, erkennt 
man weiter den 

Satz: Die Kongruenz 

(38 a) ic^ (♦") = 1 (mod. m) 

hat genau soviel Wurzeln als ihr Grad beträgt, und 
sie werden durch sämtliche Glieder eines reduzier- 
ten Restsystems (mod. m) repräsentiert. 

Die Kongruenz (38) ist die durch Euler gegebene Ver- 
allgemeinerung eines Satzes, den man unter vielen anderen 
wichtigen zahlentheoretiBchen Sätzen dem Vater der mo- 
dernen Zahlentheorie, dem berühmten französischen Mathe- 
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matiker des 17. Jahrhunderts^ JPierre Fermate verdankt und 
welcher daher als Fermatseher Satz benannt wird. Man 
erhalt diesen^ wenn man den Modul m als Primzalil p vor- 
aussetzt^ wo dann q){m)^ q){p)^p — 1 wird und die Kon- 
gruenz (38) die Form annimmt 

(39) qP-^ = \ (mod.i>). 

In Worten: Jede durch die Primzahl p nicht teil- 
bare Zahl gibt, zur^ — Iten Potenz erhoben, den 
Rest 1 (mod.i)). 

Aus (39) folgt durch Multiplikation mit q die andere 
Kongruenz 

(40) Q^^Q (mod. j)) , 

die den Vorzug genießt, daß sie offenbar auch für Zahlen, 
welche durch p teilbar sind, also für jedwede Zahl q gilt, 
während für solche, die nicht durch p teilbar sind, daraus 
wieder die Kongruenz (39) hervorgeht Wir können also 
den i^erma^ sehen Satz vorteilhafter auch so aussprechen: 

Ist ^ eine Primzahl, so ist diejpte Potenz jeder 
Zahl mit dieser Zahl selbst (mod.jp) kongruent. 

Beispiele: 
i. Für m = 60 ist q){m) = 16; man findet 

71 = 7, 72 = 49 = -11, 7» = -77 = -17, 
7^ = -119 = +1, also auch 7^« = 1. 
111 = 11, 112 = 121 = 1, also auch lli« = l. 
231=23, 232=529 = 49=-ll, 238 = -253=-13, 
23^ = — 299 =— 59=1, also auch 231^ = 1 (mod.60). 

2. Für m =jp = 11 findet man 

21 = 2, 22 = 4, 2^ = 8, 2^ = 16 = 5, 25 = 10=-1, 

also 210 = +1 (mod.ll). 

31 = 3, 32 = 9, 38 = 5, 3* = 4, 35 = 1, also 

auch 310 = 1 (mod. 11). 

71 = 7, 72 = 5, 78 = 35 = 2, 7^ = 14 = 3, 

75 = 21 = -1, also auch 71« = 1 (mod. 11). 

Baehmann, Gnmdlehren der neueren Zahlentheorie. 3 
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3. Bildet man fär den Modul m = p » 19 die Reste der 
aufeinanderfolgenden Potenzen der Zahlen 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 

15, 16, 17, 18, 

so findet man, daß zuerst die Potenzen 
IS 218, 318^ 49^ 59^ 69^ 75^ 8«, 9\ lO^S 11», 
12«, I318, I418, I518, 16S 17S 18« 

den Rest 1 lassen. Folglich ist, da die Exponenten 
1, 2, 3, 6, 9, 18 sämtlich Teiler von 18 sind, die 
18 te Potenz jeder der durch 19 nicht teilbaren Zahlen 
kongruent 1 (mod. 19). 

9. Sei jetzt p eine ungerade Primzahl, die wir zu- 
nächst größer als 3 voraussetzen. Da die ^ — 1 te Potenz 
jeder durch p nicht teilbaren Zahl q der Eins kongruent 
ist (mod.p), so gibt es auch eine kleinste positive Potenz 
von dieser Beschaffenheit. Ist q^ diese kleinste Potenz, also 
^''^l (mod.j9), dagegen nicht ^^^1, wenn c<d (außer 
für c = 0), so sagt man, q gehöre (mod.p) zum Ex- 
ponenten d. Dieser Exponent ist stets ein Teiler 
von ^ ~ 1 . Es leuchtet nämlich ein, daß stets ^'* ^ 1 
ist, wenn n durch d teilbar, n^ qd ist, denn dann ist 
^•» = (q^ ^ 1 (mod.^), daß dagegen q^ nicht ^ 1 sein kann, 
wenn der Exponent n nicht durch d teilbar, also von der 
Form n = qd+ c ist, wo c eine der Zahlen 0, 1, 2, . . ., 
d—1, denn dann wäre 

gegen die Bedeutung des Exponenten d. Da nun ^^^^ ^ 1 
ist, muß, wie behauptet, p — 1 teilbar sein durch d. 

Entweder ist nun für eine bestimmte Zahl q der Ex- 
ponent d, zu dem sie gehört, gleich p — 1, also eine Zahl 
vorhanden, welche zu dem größtmöglichen Exponenten p^l 
gehört, oder d ist ein echter Teuer von i> - 1 und dann d, 
ja sogar d + 1 '^ P — 1 • l^a es nur einen zum Exponenten 1 
gehörigen, d. h. die Kongruenz x^^l (mod.^) befriedigenden 
Rest, nämlich den Rest 1 (mod.p) gibt, und da alle zu d 
oder einem Teiler von d gehörigen inkongruenten Zahlen x 
der Kongruenz a^=l (mod.p) genügen, welche höchstens 
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d Wurzeln hat, so muß es wegen d + K P — 1 eine Zahl q' 
geben, die zu einem Exponenten d' gehört, welcher von 
1 und d verschieden, auch kein Teiler von d ist. Dann 
sei d der größte gemeinsame Teiler von dy d\ so daß 
d = de, d' ^ de' gesetzt werden kann, wo e, c' relativ prim 
sind, lind das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden 
Exponenten , ,, 

fi = —^ = dee' 

größer als d ist. Die Primfaktoren von ö gehen entweder 
in e oder in ^ oder in keiner dieser Zahlen auf; wir nennen 
die der ersteren Art p, . . ., die der zweiten p% . . ., die 
der dritten p'% . . ., und bezeichnen mit 

die entsprechenden, in d aufgehenden Potenzen derselben. 

Zieht man die ersteren zum Faktor e, die zweiten zum 

Faktor ef, die letzten nach Belieben zu jenem oder zu diesem 

hinzu, so erhalt man jll als Produkt von zwei teilerfremden 

Faktoren: ^ ^, , 

^= Oe^O e y 

während 6ff=d ist. Mit Hilfe dieser Bemerkung läßt sich 
zeigen, daß das kleinste gemeinsame Vielfache fi der Ex- 
ponent ist, zu welchem die Zahl 

gehört. In der Tat ist zunächst 

Daher muß der Exponent, zu welchem die gedachte Zahl 
gehört, ein Teiler von /^ , d. h. von der Form ^ • rf sein, 
Yfo ri , rf resp. aufgehen in. öe, ff ef. Da also {q^ • q'^Y^^ 1 
ist, müssen auch 

sein, woraus sich O^erj' durch d' = 60'e\ d. L 6er{ durch 
6'e\ also rf durch 6'e' und ebenso O'^^yj durch d= 60' e, 
d.h. O'e'tj durch 0e, also ^ durch de teilbar ergibt, was 
nur «ein kann, wenn ^ = öe, r{ ^ff d j mithin der Expo- 
nent ri v\\ zu welchem q^ • ^^ gehört, gleich Q e • d' e' = /i ist. 

3* 
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So sind wir zu einer Zahl gelangt^ für welche der Ex- 
ponent^ zu dem sie gehört^ größer ist als (2. Ist er noch 
kleiner als p — 1, so kann man, von ihm ausgehend^ das 
gleiche Räsonnement wiederholen und eine zu einem noch 
größeren Exponenten gehörige Zahl ermitteln usw., so daß 
man notwendig zuletzt eine zum Exponenten p — 1 gehörige 
Zahl findet. 

Hierdurch haben wir die wichtige Tatsache festgestellt, 
daß es stets Zahlen gibt, die zum Exponenten p — 1 {mod.p) 
gehören, und zugleich einen Weg aufgezeigt, um eine solche 
Zahl zu ermitteln. In dem bisher ausgeschlossenen Falle p = 3 
ist die Existenz einer solchen Zahl ersichtlich, da offenbar 2 
zum Exponenten 2 (mod. 3) gehört; in der Tat ist 2^ ^ 2, 
22 = 4 = 1 (mod. 3). 

Z. B. fanden wir, daß 7^ die kleinste Potenz von 7 ist, 
welche (mod. 19) den Rest 1 läßt oder daß 7 (mod. 19) zum 
Exponenten 3 gehört; die Zahl 18 gehört desgleichen zum 
Exponenten 2, daher wird 

V . 183 = 49 . 18 = -11 = 8 (mod. 19) 

zum Exponenten 2 • 3 = 6 gehören. Femer gehört 5 zum 
Exponenten 9 ; das kleinste gemeinsame Vielfache von 6 
und 9 ist 18 = 2 Ö • 3 Ö^ wo 60' = 3, also etwa Ö = 1 , 
ö' = 3 ist; denmach gehört 8^ • 5^ ^ —5 ^ 14 (mod. 19) zum 
Exponenten 18, wie das Beispiel 3. voriger Nummer bestätigt. 
10. Man kann dieselbe Tatsache auch folgendermaßen 
feststellen. Da jeder der Beste 1, 2, 3, . . ,, p — 1 (mod.^) 
zu einem bestimmten Exponenten d gehört, der ein Teiler 
von p — 1 ist, so kann man jene Reste in Gruppen ver- 
teilen, indem man immer diejenigen Reste in eine Gruppe 
vereint, die zu demselben Teiler von p — 1 gehören. Nennt 
man also 1, d, d\ ...,i> — 1 die sämtlichen Teiler von 
p — 1 und bezeichnet allgemein mit \p{ß) die Anzahl der- 
jenigen Reste, die zum Teiler d als Exponenten gehören, 
wobei möglicherweise \p{d) Null, niemals aber negativ sein 
kann, so muß offenbar die Gesamtsumme der in den ein- 
zelnen Gruppen enthaltenen Reste 

V;(l) + ^>{d) + ^pid') + . . . + v'CP - 1) =i> - 1 

sein. Nun besteht aber für die 99 -Funktion nach nr • 5 die 
völlig entsprechende Gleichheit 

9^(1) + q>{d) + <^(dO + . . . + 9^(2) - 1) =i> - 1 . 
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Kann man also zeigen^ daß immer yj{d) ^ <p{d) ist^ so muß 
allgemein rp{d) = <p{d) sein^ denn, wäre auch nur für einen 
einzigen Teiler von p — 1 das Gegenteil der Fall, so müßte 
die erstere Summe geringer ausfallen als die zweite, die doch 
den gleichen Wert besitzt wie sie. Dies laßt sich folgender- 
maßen erkennen. Gibt es überhaupt eine zum Exponenten d 
gehörige Zahl q, so sind die Potenzen 1, q, q^, . . . , q^-^ 
die Wurzeln der Kongruenz 

(41) x^ = l {mod.p), 

denn erstens sind sie inkongruent ^ da aus einer Kon- 
gruenz Q^==Q^, wo Ä<Ä gedacht werde, sich ^*"*, d.h. 
eine kleinere als die die Potenz von q der Eins kongruent 
ergäbe gegen die Bedeutung von d; zweitens ist zugleich 
mit g auch jede jener Potenzen eine Wurzel von (41), da 

{^)d = (gdy^ = 1 (mod. p) ; 

und drittens hat die Kongruenz (41) nicht mehr als d Wur- 
zeln. Unter den gedachten d Potenzen von q befinden sich 
also auch alle Zahlen eines Restsystems, welche zum Expo- 
nenten d gehören; ist aber in ^* der Exponent h nicht re- 
lativ prim zu d, sondern ^ > 1 ein gemeinsamer Teiler von 
h und d, so ist bereits 

A A 

also gehört dann q^ nicht zum Exponenten d; denmach 
können nur diejenigen <p{d) der Potenzen q^, deren Ex- 
ponent h teilerfremd ist zu d, zum Exponenten d ge- 
hören, und die Anzahl rp (d) der zum Exponenten d gehörigen 
Beste ist daher, wenn nicht Null, doch, was zu zeigen war^ 
nicht größer als q){d). 

Wird dies insbesondere auf den Teiler d=p — 1 an- 
gewandt, so bestätigt sich nicht nur die vorher auf anderem 
Wege erhaltene Tatsache von dem Vorbandensein einer zum 
Exponenten p — 1 gehörigen Zahl, sondern es stellt sich 
auch heraus, daß es (p(p—l) inkongruente Zahlen dieser 
Art gibt. 

Man nennit jede solche Zahl eine primitive 
Wurzel der Kongruenz 

a^-^ ^ 1 (mod.jp) 
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oder kürzer eine primitive Wurzel (mod.^). Dem eben 
Bewiesenen zufolge gibt es (p{p — 1) inkongruente primitive 
Wurzeln. 

In Beispiel 3. Nr. 8 sind die angegebenen Potenzen 
der Zahlen 1, 2, 3; . . . , die (mod. 19) den Rest 1 lassen, zu- 
gleich die niedrigsten Potenzen dieser Art, also gehören zu 
den Teilern 1, 2, 3, 6, 9, 18 der Zahl 18 resp. 1, 1, 2, 2, 6, 6 
Reste, welche Zahlen in der Tat mit 99 (1), q? (2), (p (3), cp (6), 
9? (9), 9!? (18) übereinstimmen; es gibt 6 = 9:? (18) primitive 
Wurzeln 2, 3, 10, 13, 14, 15. 

11, Bedeutet g irgend eine primitive Wurzel (mod.jp), 
so sind alle Potenzen 

(42) flf^=l, </,</%..., fl^-* 

(mod.p) inkongruent und stellen daher ein reduziertes Rest- 
system für diesen Modul dar. In der Tat sind alle diese 
Potenzen zugleich mit g teilerfremd gegen p und zwei ver- 
schiedene derselben können nicht kongruent sein, da aus 
g^ ^ g^ (mod. p)^ wo ä<ä<J9 — 1 gedacht wird, sich 
gr*-* ^ 1 ergäbe, während Je — h < j? ~ 1 wäre, gegen die 
Bedeutung von g. 

Hieraus folgt, daß jede durch p nicht teilbare Zahl r 
einer bestimmten Potenz aus der Reihe (42) kongruent sein 
muß (mod.^). Ist g^ diese Potenz, also 

(43) r = flf {mod.p), 

so heißt i der Index der Zahl r, in Zeichen: i = ind.r. 
Für solche Indizes gilt der Satz: daß der Index eines 
Produktes der Summe der Indizes der Faktoren 
(mod.jp — 1) kongruent, nämlich ihr kleinster positiver 
Rest (mod.^ — 1) ist, so daß, wenn r, r' zwei durch p 
nicht teilbare Zahlen bedeuten, 

(44) ind. r r ' ^ ind. r + ind. r' (mod. p — 1) 

ist. In der Tat bestehen der Bedeutung des Index zufolge 
die beiden Kongruenzen 

r ^ flf^"^'', r' ^ g^^'^ (mod.jp) , 
aus denen die dritte 

r r ' = ^ind. r + ind. r' (mod-i)) 
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folgt. Da nun zugleioli auch 

ist^ müssen die beiden Potenzen 

der primitiven Wurzel einander kongruent sein. Allgemein 
folgt aber aus g^^c/*^ {mod.p), wenn etwa m> n ist, 
gm-n ^l (mod.^), mithin m — n als Vielfaches des Exponen- 
ten p — 1, zu welchem g gehört. Daher muß auch die 
Differenz der beiden Zahlen ind.rr', ind.r + ind.r' durch 
1? — 1 teilbari d. h. die Kongruenz (44) erfüllt sein. 

Beispiel. Für ^ *= 19 ist ^ « 2 eine primitive Wurzel 
und man findet für 

Ä = 0,l,2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9,10,11,12,13,14,15,16,17,18 

2* = 1, 2, 4, 8, 16, 13, 7, 14, 9, 18, 17, 15, 11, 3, 6, 12, 5, 10, 1, 

also 
ind.Ä = 0, 1, 13, 2,16,14, 6,3, 8,17,12,15, 5, 7,11, 4,10, 9; 

hieraus findet man z. B. 

ind.l2 = ind.3 + ind.4 = 13 + 2 =15 l r d ft^ 

ind.l8 = ind.3 + ind.6 = 13 + 14 = 27 = 9 j ^^^ ^ '* 

Man ersieht aus der Definitioa des Index, daß derselbe 
nicht absolut bestimmt, sondern nur bezüglich auf eine ge« 
gebene primitive Wurzel und von dieser, welche der Be- 
trachtung zugrunde gelegt wird, abhängig ist, und deshalb 
genauer unter Andeutung dieser Wurzel etwa mit ind.^r zu 
bezeichnen wäre. In der Tat, wenn statt g eine andere 
primitive Wurzel y gewählt wird, so findet man gleicher- 

^^^® r = y' (mod.i?), 

wo V eine Zahl der Reihe 0, 1, 2, 3, . . ., j? — 1 und bei 
entsprechender Bezeichnung V «^ ind.^ r ist Bedenkt man, 
daß auch y als eine durch p nicht teilbare Zahl einen mit 
Bezug auf g genommenen Index c >«» ind.^ y besitzt, dem- 
zufolge ^^gc {uxod.p) 

gesetzt werden darf, so schreibt sich die vorangehende Kon- 
gruenz wie folgt: , ., , , . 
& ö r = gfc» (mod.i>) 
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und gibt mit (43) verbunden die andere 

flf* = öf^*" (mod.i>), 

aus welcher einer voraufgehenden allgemeinen Bemerkung 
gemäß 

i^cV (mod.^ — 1) , 

d. i. die Kongruenz 

ind.p r ^ ind.^ y • ind.y r (mod.^ — 1) 

hervorgeht. Diese Kongruenz zeigt an, wie man aus dem 
auf eine bestimmte primitive Wurzel y bezüglichen Index 
einer Zahl r den auf eine andere primitive Wurzel g bezüg- 
lichen Index derselben Zahl ermitteln kann; man hat nur 
den ersteren mit dem Index von y m bezug auf g zu multi- 
plizieren und den kleinsten positiven Rest des Produktes 
{mod.p — 1) zu nehmen. Hierin tritt ebenso wie in der 
Kongruenz (44) eine augenscheinliche Analogie zwischen der 
Theorie der Indizes und derjenigen der Logarithmen zutage. 
Beispiel. Für ^ = 19 ist neben 2 auch 3 eine primi- 
tive Wurzel; um aus den vorher für die erstere angegebenen 
Werten von ind^h die von md,gh zu finden , suche man 
ind.3 2, d. i. die Potenz 3*, welche kongruent 2 ist (mod. 19); 
man findet leicht x=^ 7 = ind.3 2; multipliziert man also die 
angegebenen Werte von ind^h mit 7 und nimmt die kleinsten 
positiven Eeste (mod. 18), so erhält man 

ind.3 Ä = 0, 7, 1, 14, 4, 8, 6, 3, 2, 11, 12, 15, 17, 13, 5, 10, 16, 9. 



Drittes Kapitel. 

Ton den quadratischen Kesten. 

1. Der Fermat&che Lehrsatz bildet den Zugang zur 
Lehre von den Potenzresten, d. L zur Untersuchung der Frage, 
ob eine gegebene ganze Zahl a in bezug auf einen gegebenen 
Modul m der Potenz einer Zahl von vorgeschriebenem Grade n 
kongruent sein kann oder nicht, ob also, mit anderen Worten, 
die sogenannte binomische Kongruenz 

a^^a (mod m) 
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lösbar ist oder nicht Wir wollen hier diese Untersuchung 
nur für quadratische Kongruenzen, d. h. für n » 2 und aus- 
schließlich für den Fall führen^ daß der Modul m eine un- 
gerade Primzahl p ist Je nachdem dann die Kongruenz 

(1) x'^^a (mod.|?) 

losbar ist oder nichts werde a ein quadratischer Rest oder 
ein quadratischer Nichtrest — kürzer ein Nichtrest 
(mod. p) genannt Da die Kongruenz, falls a durch p teil- 
bar wäre, offenbar für jeden durch p teilbaren Wert von x 
befriedigt würde, beschranken wir uns femer auf die Vor- 
aussetzung, daß a durch p nicht teilbar sei. 

Wir beginnen mit der Bemerkung, daß, wenn die Kon- 
gruenz (1) lösbar ist, sie genau zwei Wurzeln, d. i zwei in- 
kongruente Lösungen besitzt. Daß sie nicht mehr als zwei 
haben kann, folgt aus dem allgemeinen Satze in Nr. 2 des 
vorigen Kapitels über die mögliche Anzahl der Wurzeln einer 
Kongruenz (mod.^). Ist aber x^oc (mod.p) eine Wurzel, 
also a^^a (mod.^), so ist auch x^—(x eine solche, da 
(— (x)2 = a^ ^ a ist, und zwar eine zweite Wurzel, da die 
Zahlen ^, — ^ einander nicht kongruent sein können; in der 
Tat kann ihre Differenz 2(x nicht durch p teilbar sein, da 
weder 2 noch a durch p aufgeht, letzteres deshalb nicht, 
weil sonst wegen oc'^^a auch a durch p teilbar wäre, was 
gegen die Voraussetzung ist. 

Nun ist gezeigt worden (vor. Kap. Nr. 7), daß, wenn die 
Zahlen 

(2) Qi> Q29 Qsy '"f Qp-i 

irgend ein reduziertes Bestsystem (mod. p) bilden, z. B. das 
System der Zahlen l,2,3,...,i> — 1, zu jeder Zahl q 
dieses Systems eine andere Zahl q^ desselben gefunden wer- 
den kann von der Beschaffenheit, daß das Produkt q q' einer 
beUebigen Zahl des Systems, etwa derjenigen, welche der 
gleichen Restklasse angehört wie a, kongruent und somit 

(3) QQ'^a (mod.p) 

wird. Hier können q , q^ nicht dieselbe Zahl des Systems (2) 
bezeichnen, wenn a quadratischer Nichtrest ist, da sonst im 
Gegenteil q^^a (mod.p), die Kongruenz (1) also auflösbar 
wäre. Da nun auch zu einer bestimmten Zahl q stets nur 
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eine einzige Zahl q^ des Systems (2) gehört, für welche 
QQ^^a wird, weil die Kongruenz ersten Grades QX^a 
(mod.p) nur eine Wurzel haben kann, so kann man, wenn 

a quadratischer Nichtrest ist, die ^ — 1 Zahlen (2) in "^--^ — 

verschiedene Paare von Zahlen q , q' verteilen, deren Produkt 
jedesmal mit a kongruent wird. Multipliziert man alle diese 
Paare von Zahlen miteinander, so wird das entstehende 
Produkt einerseits das Produkt aller p — 1 Zahlen (2), an- 

dererseits mit a ^ kongruent, also 

(4) ^1 Ö2 • • • ^P-i = « * (mod.jp) 

sein. 

Ist dagegen a quadratischer Rest (mod.p), also eine 
Lösung der Kongruenz (1) vorhanden, die, wie schon be- 
merkt, durch j) nicht teilbar sein kann, so gibt es auch im 
reduzierten Restsystem (2) eine Zahl q so beschaffen, daß 

^* ^ a (moAi?) j 

und dann noch eine zweite, davon verschiedene Zahl ^^ ^ — ^ 

desselben, für welche ebenfalls q'^ ^a (mod.j9) ist. Sondert 

man das Paar dieser beiden Zahlen des Systems (2) ab, die 

ein Produkt qq' ^^—q^^ — a geben, so werden die übrigen 

» — 3 
j) — 3 Zahlen des Systems wieder wie vorher so in ^— ^ — 

Paare verteilt werden können, daß das Produkt der Zahlen 
jedes Paares kongruent a (mod.p) wird. Durch Multi- 
plikation aller Paare miteinander erhält man daher einerseits 
wieder das Produkt aller ^ — 1 Zahlen (2), das andererseits 

aber jetzt der Potenz — a ^ kongruent ist, und somit die 
Kongruenz 

(5) ^1 ^2 • • • ö!p-i ^ ""^ * (mod.^) . 

Je nachdem also a quadratischer Rest oder Nichtrest 
ist (mod. j)) , findet die Kongruenz (5) oder die Kongruenz (4) 
statt. Nun ist gewiß a = 1 ein quadratischer Rest, da 

ä;2 ^ 1 (mod.|>) 
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die beiden inkongruenten Losungen ä; ^ 1 , a: ^ — 1 (mod.jp) 
besitzt. Daher folgt aus (5) f ür a = 1 ^ daß 

(6) ^1^2... ^p_i = — 1 (mod.p) 

ist. Infoige dieses Umstandes aber können die Kongruenzen 
(5) und (4) einfacher geschrieben werden, wie folgt: 

(7) a » = 1 , a « = -1 (mod.i>) . 

Der zuvor erhaltene Satz läßt sich daher folgendermaßen 
aussprechen: Je nachdem a quadratischer Best oder Nicht* 
rest ist (mod.p) , findet die erste oder die zweite der Kongru* 
enzen (7) statt. Da aber eine durch p nicht teilbare Zahl 
entweder quadratischer Best oder Nichtrest sein, eine der 
beiden Kongruenzen (7) also notwendig stattfinden muß, darf 
man auch mngekehrt sagen: Je nachdem die erste oder die 
zweite Kongruenz (7) stattfindet, ist a quadratischer Best 
oder Nichtrest (mod.i?) . Somit haben wir ein Kriterium er- 
langt, mn bestimmt zu entscheiden, ob dies oder jenes der 
Fall ist; man nennt es das ^w^arsche Kriterium, weil 
Etder es zuerst aufgestellt hat. 

Noch zwei andere wichtige Folgerungen können wir ziehen. 
Einmal ei^bt sich, da, wie bemerkt, eine der Kongruenzen (7) 
notwendig erfüllt ist, durch deren Quadrierung in beiden Fällen 
die gemeinsame Kongruenz 

(8) aP-^=l (mod.|?), 

die also für jede durch p nicht teilbare Zahl a stattfindet, 
d. h. ein neuer Beweis des JP^rma^schen Satzes. 
Andererseits ist die Kongruenz (6) für jedes reduzierte 
Bestsystem (mod.|>) erhalten worden, gilt also auch für 
das besondere System 1, 2, 3, . . . , i) — 1 dieser Art, und 
es findet daher auch nachstehende Kongruenz statt: 

(9) 1.2.3 ...(p — l) = —l {mod.p). 

Sie wird als Wilson&cher Satz bezeichnet, der besonders 
dadurch interessant ist, daß er ein Charakteristikum für 
Primzahlen abgibt, insofern er nicht nur stets stattfindet, 
wenn p eine Primzahl ist, sondern auch nur in diesem Falle. 
In der Tat, wäre p zusammengesetzt und q ein Teiler von p , 
so fände sich dieser als eine Zahl <^ in der Beihe der 
Faktoren der linken Seite, die somit einen Teiler mit dem 
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Modal p gemeinsam hätte ^ welchen doch die rechte Seite 
offenbar nicht hat, was unmöglich ist. 

2. Da die p — 1 Zahlen eines reduzierten Restsystems, 
je nachdem sie quadratischer Rest oder Nichtrest sind, die 
eine oder die andere der Kongruenzen (7) erfüllen, deren 

jede höchstens so viel Wurzeln hat, als ihr Grad ^^—^ — be- 

p — 1 
trägt, so erkennt man, daß jede von ihnen genau ^^—^r — Wurzeln 

hat, daß also ^^—^ — inkongruente quadratische Eeste und 

ebensoviel inkoDgruente quadratische Nichtreste (mod.jp) vor* 
banden sind. 

Zur Unterscheidung, ob eine Zahl a quadra- 
tischer Rest oder Nichtrest sei, hat Legendre ein 
sehr bequemes Symbol eingeführt. Mit ihm setzen wir 

(10, (|)-+1 «der (|).-1, 

je nachdem die durch p nicht teilbar vorausgesetzte Zahl a 

quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist. Die Einheit (—1 

wird daher nach dem J^^er sehen Kriterium durch die Kon- 
gruenz 

(10a) a^ = (-] (mod.p) 

bestimmt sein, aus welcher sich auch die fundamentalen 
Eigenschaften des Legendreschen Symbols (—1 ergeben. 
Offenbar ist zunächst 

^^^^ \y)""u)' ^^'^ a'^a (mod.i)); 

denn für zwei kongruente Zahlen a% a sind auch die Po- 

tenzen a' ^ y (^ ^ einander kongruent, also ist wegen 



--©- •--© 
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auch ( — j ^ ( — j (mod.p) ; da hier aber rechts und links 

Einheiten stehen^ deren Differenz^ je nachdem sie gleichen 
oder verschiedenen Vorzeichens sind, Null oder +2, mithin 
nur dann durch p teübar ist, wenn sie gleichen Vorzeichens 
sind, fuhrt vorstehende Kongruenz zur Gleichheit beider 
Einheiten, d. i. zur Formel (11). 

Femer ist für irgend zwei durch p nicht teilbare 
Zahlen a, a' 

(f ) - iji ■ (f ) • 

In der Tat bestehen nach dem Etder sehen Ej*iterium 
die Formeln 

während die Multiplikation der beiden ersten 

(.«o-^(f).(f) 

liefert; demnach wäre jedenfalls 

(f ) = (f ) • (^ <-«--' 

und aus dieser Kongruenz der Einheiten schließt man wie 
vorher ihre Gleichheit, d. h. die Formel (12). 

Dieser Formel gemäß ist das Produkt zweier quadra- 
tischen Eeste sowie das Produkt zweier quadratischen Nicht- 
reste (mod.p) stets ein quadratischer Rest, dagegen das 
Produkt aus einem quadratischen Eest in einen quadratischen 
Nichtrest stets ein quadratischer Nichtrest Daher wird ein 
Produkt aus beliebig vielen, durch p nicht teilbaren Faktoren 
ein quadratischer Rest oder Nichtrest sein, je nachdem die 
Anzdil derjenigen Faktoren, welche Nichtreste sind, gerade 
oder ungerade ist. 

Um hiervon eine interessante Anwendung zu machen, 
wählen wir als reduziertes Restsystem {mod»p) dasjem'ge, 
welches aus dem Systeme der absolut kleinsten Reste (mod.p) 
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durch Unterdrückung der Zahl Null entsteht^ nämlich das 
System der Zahlen 

So gewinnen wir an Stelle des TFi75(mschen Satzes aus der 
allgemeinen Kongruenz (6) die folgende: 

(14) (l > 2 ■ 3 . . . ^ "^ ^ V= (- 1)~ (mod.i>). 

Falls daher die Primzahl p von der Form 4 Ä — 1 , also 
^—^ — = 2 Ä ist, ist die DiflFerenz beider Seiten voriger Kon- 
gruenz als Differenz zweier Quadrate zerlegbar in das Produkt 
der zwei Faktoren 



p-i 



p+i 



1.2.3... ^ - - (- 1) * 



1. 2. Z...^^^^- {-!)*■ , 



p-1 



von denen daher einer and, da ihre Differenz gleich ± 2 , 
offenbar auch nur einer durch p teilbar sein wird, so daß, 
unter e eine Einheit verstanden, 

(15) 1.2.3... ^7 = 8 (mod. j9) 

gesetzt werden kann. Zur Entscheidung über das Vorzeichen 
bemerke man die nach (11) hieraus folgende Gleichung 




P 
Heißt N die Anzahl der Nichtreste unter den Zahlen 

1, 2, 3, ...,^^— ^ — , so ist die Unke Seite derselben dem 

letztausgesprochenen Satze gemäß gleich (— 1)^, während ( — 1 , 

falls c = 1 ist, den Wert 1, und falls e = —1 ist> für Prim- 
zahlen p von der gedachten Form 4X; — 1, wie bald gezeigt 
werden wird (Nr. 4), den Wert ~1 hat. Daraus ist zu 
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schließen, daß e gleich +1 oder —1 zu setzen ist, je nach- 
dem N gerade oder ungerade ist Die Kongruenz (15) nimmt 
also nachstehende Gestalt an: 

(16) l>2-3... ^7^ =(-1)^ (mod.i>) 

und lehrt den Satz: 

Ist p eine Primzahl von der Form ^k — 1, so ist 

ü — 1 
das Produkt der Zahlen 1, 2, 3, . . ., ^^— ^ — der posi- 

tiven oder negativen Einheit (mod.^) kongruent, je 
nachdem die Anzahl dieser Zahlen^ welche quadra- 
tische Nichtreste (mod.^) sind^ gerade oder unge- 
rade ist. 

3* Bedeutet a wieder eine durch p nicht teilbare Zahl^ 
so werden nach Nr. 1 die Produkte aus a in die Zahlen (13) 
ein reduziertes Restsystem (mod.;?) bilden, also, von der 
Eeihenfolge abgesehen^ diesen Zahlen kongruent sein. Daher 
werden, wenn wir nur die eine Hälfte dieser Produkte^ näm- 
lich die Produkte 

ü — 1 

(17) 1-a, 2-a, 3 -a, . . ., ^^— ^^ — -a 

in Betracht ziehen^ auch sie ^^--^ — verschiedenen Zahlen 
der Beihe (13) kongruent sein^ unter denen eine Anzahl X 

positiv sein, also der Reihe 1, 2, . . ., ^—^ — angehören, die 

i> — 1 
übrigen fjt = ^—^ X negativ, also der Reihe —1, —2, . . ., 

i> — 1 ^ . . 

- angehorig sein mögen. Nennen wir (X^, (Xj^ • . •> (Xa 



2 

die ersteren, — /Sj, — /Sg,..., — /8^ die letzteren Reste, so 
ist offenbar das Produkt der Zahlen (17) 

ü-l ^^ 
(18) 1.2.3...^^-2— '^ * =(K^(x^...(Kx'(-iy*ßJ^...ß^ 

(mod.^) , 

ü — 1 
Aber die — - — Zahlen «i, oc^, ..., äa, ßi, Ä, ..., /^^ 

. p — 1 

erfüllen die ganze Reihe der Zahlen 1, 2, 3, . . ., ^^--^ — , 
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denn sie gehören sämtlich dieser Reihe an und sind^ wie 
leicht zu sehen, verschieden voneinander; in der Tat, da die 
Produkte (17) inkongruent sind, können keine zwei ihrer 
Beste (Xif ä*, auch keine zwei ihrer Reste —ßi, —ßk-, also 
auch nicht ßiy ßt gleich sein, endlich aber kann auch kein 
oci einem ßk gleich sein, da sonst oCi — ßk^O, also die 
Summe der entsprechenden Produkte (17) kongruent Null, 
d. i. durch p teilbar sein müßte, was oflfenbar nicht der Fall 
ist, da es a nicht ist, und die Summe zweier der Fak- 
toren 1, 2, 3, . . ., =—^ — kleiner ist als ^. Hiemach ist 

2) — 1 

«1 ^2 . . . ÄA /8i /Sg • . . ^^ = 1 • 2 • 3 . • . — - — , 

und da man mit diesem zu p teilerfremden Produkte die 
Kongruenz (18) heben darf, erhält man mit Rücksicht auf 
(10 a) endlich die Kongruenz 

(|)=(-l)'' (mod.p), 

also die wichtige Gleichung 

(19) (f) -(-!)"• 

Sie spricht folgenden Satz aus, der als Gaußsches 
Lemma bezeichnet zu werden pflegt: 

Bedeutet jll die Anzahl der absolut kleinsten 
Reste der Vielfachen (17), welche negativ sind, so 
ist a quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je 
nachdem /üt gerade oder ungerade ist. 

Beispiel: Sei p ==19 also ^^—^ — = 9, und a = 7; 
für die Vielfachen ^ 

1-7, 2-7, 3.7, 4-7, 5.7, 6-7, 7-7, 8-7, 9-7 

finden sich als absolut kleinste Reste (mod.19) die Zahlen 

7, -5, 2, 9, -3, 4, -8, ~1, 6, 

welche in der Tat, vom Vorzeichen abgesehen, die ganze 
Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 erfüllen; unter ihnen sind 
X = 5 positiv und yu = 4 negativ; da also jn gerade ist, 
muß 7 quadratischer Rest von 19 sein. Dies läßt sich 
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leicht bestätigen. Um nämlich für eine Primzahl p alle in- 
kongruenten quadratischen Keste zu finden^ g^i^ügt es offen- 
bar^ die Reste der Quadrate 

{mod.p) zu ermitteln; es genügt sogar, dies für die Quadrate 

V, 2\ 3», . . . (^^)' 

ZU tun, denn je zwei Quadrate 

^2 und {p — a)2 = p2 __ 2p a + «2 

sind (mod.jp) kongruent und geben also den gleichen qua- 
dratischen Rest. Führt man dies für jp = 19 aus, so finden 
sich als Reste der Quadrate 

12, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82, 92 
die Zahlen 

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5, 

und unter ihnen die Zahl 7. 

4. Indem wir jetzt das 6rat^/?sche Lemma an Stelle 
des J&t^fer sehen Kriteriums zur Grundlage nehmen, werden 
wir eine Reihe sehr eleganter Sätze ableiten können, mit 
deren Hilfe der quadratische Charakter einer Zahl in bezug 
auf den Modul p leicht bestimmbar ist. 

Da nach Formel (11) kongruente Zahlen gleichen qua- 
dratischen Charakter haben, d. h. gleichzeitig quadratische 
Reste oder gleichzeitig quadratische Nichtreste sind, dürfte 
man sich auf die Zahlen beschränken, welche der Reihe 
1, 2, 3, . . ., p — 1 angehören, also positiv sind. Es ist aber 

bequemer, den Wert des Symbols ( — 1 wenigstens für die 

eine negative Zahl a = — 1 beizubehalten, das an Stelle des 

Symbols (— ) gesetzt werden darf, wodurch dann nach 

der Formel 



p I \ p ) \pi 



das Symbol, falls es für alle positiven Zahlen ermittelt ist, 
auch für alle negativen Zahlen bestimmt sein wird. 



Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 
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Nach der Formel (12) leuchtet femer ein^ daß die 
Frage^ ob eine gegebene Zahl a (mod.^) quadratischer Eeet 
oder NichtreBt ist, aus dem bezüglichen Verhalten ihrer 
Faktoren entschieden werden kann. Man braucht daher nur 
den Fall zu erörtern , daß a eine Primzahl ist, d. h., wenn 
unter q irgend eine von p verschiedene ungerade Primzahl 
verstanden wird, die Falle 

a = 2, a = q. 

Es bleibt mithin der Wert der drei Symbole 



\p)' \p)' \p) 



zu ermitteln. 



Nun ergibt sich der Wert des Symbols ( 1 unmittel- 
bar aus dem Euhrschen Kriterium oder der Formel (10a), 
derzufolge die Kongruenz 



(^)-<- 



1) * (mod.^) , 
also auch wieder die Gleichung 

(20) {=j-) = (-1)^ 

besteht. Da die ungerade Primzahl p durch 4 geteilt einen 

der Eeste 1 oder 3 läßt und je nach diesen beiden Fällen 

ü — 1 

^^--^ — gerade oder ungerade ist, so spricht die Formel (20) 

sich in folgendem Satze aus: 

Die Zahl —1 ist quadratischer S.est von jeder 
Primzahl 2> von der Form 4t + 1 imd quadratischer 
Nichtrest von jeder Primzahl p von der Form 4Ä + 3. 

Fast ebenso einfach findet sich der Wert des Sym- 
bols (— j mit Hilfe des Lemma von Qauß. Bezieht man 

dies Lemma auf die Zahl a » 2, so bedeutet /u, die Anzahl 
der Vielfachen 

(21) 1 • 2^ 2*2, 3 • 2, • • «9 — pr — • 2^ 



Von den qua^atischen Besten. 51 

deren absolut kleinste Eeste (mod.^) negativ sind. Diese 
Vielfachen sind die geraden Zahlen der Reihe 

1, 2, 3, . . ., p — 1, 

und von den letzteren geben offenbar diejenigen, welche 

< ^ sind, positive, dagegen diejenigen, welche > ^ sind, 

negative absolut kleinste Reste (mod.^). Es handelt sich 
daher nur darum, festzustellen, wieviel der Vielfachen (21) 

P P P 

größer als ^ sind. Nun ist 2«Ä>^, wenn Ä>^ ist. 

Ist daher zuerst p von der Form 4t + 1, so werden die 

Je = ±— — Vielfachen 
4 

(t + l).2, (* + 2).2, ..., 2*. 2 = ^-^. 2 

der Reihe (21) diejenigen sein, denen negative absolut 
kleinste Reste zukommen, und man erhält dann also 



(22a) (|) = (-1) 



p-1 



Wenn dagegen jp von der Form 4 i + 3 ist, so sind 

die t + 1 = ^^4^ Vielfachen 

4 

(* + !). 2, (A! + 2).2, ..., (2A + l)-2= ^~^ »2 

diejenigen Vielfachen der Reihe (21), denen negative absolut 
kleinste Reste zukommen, und folglich ergibt sich dann 

(22b) (|) = (-1) * . 

Die Primzahlen der ersteren Art zerfallen, je nachdem 

"k gerade, gleich 2A, oder ungerade, gleich 2Ä + 1 ist, in 

solche von der Form 8 Ä + 1 und solche von der Form 

i> — 1 
8Ä + 5, und ihnen entsprechend ist ^—z — resp. gerade 

oder ungerade; desgleichen zerfallen die Primzahlen der 
zweiten Art, je nachdem X; = 2 A oder Ä; = 2 Ä + 1 ist, in 

4* 
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solche von der Form 8 Ä + 3 und solche von der Form 

p + 1 
8 Ä + 7 , und ihnen entsprechend wird ^^—r — resp. un- 
gerade oder gerade sein. Zufolge der erhaltenen Glei- 
chungen (22 a), (22 b) wird daher f — j = +1, wennp = 8 Ä + 1 

oder 8Ä + 7, dagegen ( — 1 = —1, wenn j9 = 8Ä + 3 oder 



8 Ä + 5 ist Man hat auf solche Weise folgenden 

Satz: Die Zahl 2 ist quadratischer Best von 
allen Primzahlen p von einer der beiden Formen 
8A + 1, 8Ä + 7, dagegen quadratischer Nichtrest von 
allen Primzahlen von einer der beidenFormen8Ä + 3, 
8A + 5. 

Nun findet man 



8 

(8;t + 7)^—1 
8 

(8A + 3P-1 
8 

(8 Ä + 5)« - 1 



= 8A« + U* + 6 



= 8Ä2 + 6Ä+1 



= 8Ä« + 10Ä+,3, 



8 
d. h. ^—^ — ist für die Primzahlen p der beiden ersten 

Formen eine gerade, für die Primzahlen der beiden zweiten 
Formen eine ungerade Zahl. Daher läßt sich der erhaltene 
Satz wieder in sehr einfacher Weise durch die Formel 

(22) y=(-i)^ 

zum Ausdrucke bringen. 

5. Was endlich die Bestimmung des dritten Sym- 
bols (— j betrifft, so gilt hier ein Satz, der wegen seines 
eigentümlichen Charakters, insofern er den Wert des Sym- 
bols ( — 1 auf den des „reziproken" Symbols ( — 1 zurück-' 
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führte das Beziprozitätsgesetz der quadratischen 
Reste genannt wird. Zuerst von JEuler in seinem vollen 
Umfange ausgesprochen, erhielt es durch Legendre, (1er auch 
einen ersten, doch unvollständigen Beweis desselben lieferte, 
seinen Namen sowie mittels des Legendre^^hen Symbols 
seinen hocheleganten Ausdruck. Gauß gab dann den ersten 
strengen Beweis des Gesetzes und ließ ihm noch sechs an- 
dere auf sehr verschiedenen Grundlagen beruhende Beweise 
folgen; von ihnen sind drei elementarer Natur und zwei 
unter diesen auf das Gauß^che Lemma begründet Seitdem 
ist eine große Menge anderer Beweise dieses durch seine 
Schönheit wie seine Wichtigkeit gleich ausgezeichneten Satzes 
gegeben worden, deren Anzahl bereits größer als fünfzig ist*). 
Die überwiegende Mehrzahl derselben hat elementaren Cha- 
rakter und zumeist das öau^sche Lenuna zum Ausgangs- 
punkte. Hier müssen wir uns damit begnügen, einen ein- 
zigen dieser Beweise zur Dartellung zu bringen, und wir 
wählen dazu den dritten der von Lange (Leipz., Berichte 
der Sachs. Ges. d. Wiss. 49, 1897, S. 607) gegebenen, der 
weiter keiner Vorbereitungen bedarf als einer leichten Um- 
formung des 6raw^ sehen Lemma, die an sich Interesse dar- 
bietet, und auch im übrigen von größter Ursprünglichkeit ist. 
Zuvörderst soll gezeigt werden, daß der Exponent fx 
im Gaw^schen Lemma, welcher, wenn es sich um das 

Symbol [— ) handelt, die Anzahl der Vielfachen 

(23) l.ff, 2.^, 3.g, ..., ^^-g 

bezeichnet, deren absolut kleinste Reste (mod. 2>) 

*) Der Leser, welcher genauer über die Beweise des Kezi- 
prozitätsgesetzes unterrichtet sein will, sei auf des Verf. „Niedere 
Zahlentheorie^' I, S. 203 sqq., verwiesen, wo eine systematische 
Darstellung derselben und ihres Verhältnisses zueinander sich 
findet. Die dort gegebene chronologische Tabelle der vorhandenen 
Beweise ist noch nicht ganz vollständig, es fehlen darin ein Be- 
weis von Eronecker (Berl. Sitzgsber. Akad. 1880, S. 404), vier Be- 
weise von A, Tafdmacher (Dissert. Göttingen 1889), ein Beweis 
von Pepin (Acad. Rom. P. N. Lincei 43, 1890, S. 192), von Zerch 
(J. sei. math. e astr. Teixeira, 1904, 15, S. 97) und von T. Takagi 
(reports of the meetings of the Tokyo Phys. Math. Soc. 1904). 
Femer zwei Beweise von Pellet, C. R. Ac. Paris 87, 1878, S. 1071; 
Bull. Soc. math. France 17 (1888/9), S. 161. 
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negativ sind, noch eine andere Bedeutung hat. Denkt 
man sich nämlich nicht die absolut kleinsten, sondern die 
kleinsten positiven Beste (mod.p) jener Vielfachen bestimmt, 
indem man die Gleichungen aufstellt 

(24) h'q = ak'P + rH 

(für Ä = l, 2, 3, ..., ^^), 

wo <rk <p gedacht ist, so bezeichnet fi auch die 
Anzahl der Fälle, in denen in diesen Gleichungen 
der Quotient ah ungerade ausfällt. 

In der Tat, ist an ungerade, so müssen hq und r^ und 
folglich auch die Zahlen h und r^ ungleichartig, die eine 
gerade, die andere ungerade sein. Ist nun zuerst h gerade, 

Ä = 2 Ä' , wo also Ä' < ^ ist, so läßt sich die Gleichung (24) 
schreiben, wie folgt: ^ 

2 Ä' . ö' = (a* + 1) . p — (i) — rjk) 
und gibt 

P — ^h P 

wo "^—^ — < -^ ; also entspricht jeder der Gleichungen (24) 

mit ungeradem Quotienten und geradem h ein Vielfaches 

%' q der Reihe (23), bei welchem ä' < ^ is*^ ^^ negativem 

absolut kleinsten Beste, und wegen Ä = 2 Ä' entsprechen ver- 
schiedenen Gleichungen jener Art auch verschiedene Viel- 
fache dieser Art. Ist aber h ungerade, so liefert die Glei- 
chung (24), in welcher nun r* gerade ist, die folgende: 

(p-h)'q = {q- üh) 'P-n, 
und weiter, wenn p^h = 2h^^ gesetzt wird, wo jetzt 



p 

4 


<h" 


< 


P 
2 


ist, 
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Vw P 

WO 17 <^; also entspricht auch jeder der Gleichungen (24) 
mit ungeradem Quotienten und ungeradem h ein Viel- 
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faches W q der Eeihe (23) mit negativem absolut kleiDsten 
S.e8tey und es entsprechen verschiedenen jener Gleichungen 
auch verschiedene dieser Vielfachen; auch sind die letzteren^ 

da Ä'' > 4-1 von den früheren, bei denen Ä'' < ^ war, ver- 
4 4 

schieden. Man schließt also, daß den sämtlichen Glei- 
chungen (24) mit ungeradem Quotienten a* ebensoviel ver- 
schiedene Vielfache der Reihe (23) mit negativem absolut 
kleinsten Keste entsprechen. 

Aber auch umgekehrt. Ist 

h^ q = kp — r 
ein Vielfaches mit negativem absolut kleinsten Reste und 

h' < |-, so folgt 

2Ä^^ = (2i-l)Jp+(i)~2r), 
d. i eine Gleichung der Reihe (24) mit ungeradem Quotienten 

und geradem Koeffizienten von q. Ist aber h' > ^, so darf 
man schreiben 

(p — 2h') ' q = (q — 2Jc) ' p + 2r , 

wo 2 r < 2> , was also wieder eine Gleichung der Reihe (24) 
mit ungeradem Quotienten ist, welche von der vorigen ver- 
schieden ist, da in ihr der Koeffizient von q ungerade ist. 
Somit entsprechen also auch umgekehrt allen Vielfachen der 
Reihe (23) mit negativem absolut kleinsten Reste ebensoviel 
verschiedene Gleichungen der Reihe (24) mit ungeradem 
Quotienten. — Dies mit dem zuerst Festgestellten zusammen 
bestätigt die ausgesprochene Behauptung und gestattet also 
das öaw^sche Lemma in folgender Weise zu fassen: 

Bedeutet ju die Anzahl der Fälle, in denen in 
den Gleichungen (24) der Quotient a^ ungerade ist, 
so ist , X 

(25) (f)='(-l)^- 

6. Stellt man nun neben den Gleichungen (24) auch die 
folgenden, analog gebildeten Gleichungen auf: 

(26) Jc'p==hk'q + Sk 

(für i = l,2,3, ..., ^^), 
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worin < 5k <q gedacht ist, und bezeichnet mit v die An- 
zahl der Fälle^ in denen in diesen Gleichungen der Quotient bk 
ungerade ist^ so findet sich ebenso 

(27) (|)=.(-1)'. 

Da von den zwei verschiedenen Primzahlen p, q eine 
den größeren Wert haben muß, sei etwa g' > p . Dann ist 

, __i> — 1 , . q — 1 Ö'— i>^2 — 1 

h-q^—^—^q d.i. ^-^_ .^ - ^-^ <^-^_ .jp 

und folglich jeder der Quotienten an in den Gleichungen (24) 
kleiner als ^—r — . Andererseits ist in den Gleichungen (26) 
jedenfalls i!>i = ; da 

q — 1 p — l . q—p^p — 1 

aber kleiner als ^-^ — »q ist, so ist bq^i = ^—^ — ; ferner 
folgt aus (26) ^ T ^ 

{Jo+l)p=-:h'q + (p + Sk)y 

wo p + Sk wegen p <q, 8k<C q den Wert 2 q nicht erreicht; 
mithin ist 6*+! entweder gleich ht oder um eine Einheit 
größer. Die Quotienten bk in den Gleichungen (26) wachsen 

also von Null bis ^—^ — , indem sie alle Zwischenwerte durch- 
laufen. 

Dies vorausgeschickt, schreibe man die Gleichung (24) 
in der Form 

(28) aÄ.i> = (Ä-l)2 + (^-n). 

Da r* <^ < g und, wie bemerkt, % < ^-^ — ist, so ist 

diese so umgeschriebene Gleichung (24) auch eine der Glei- 
chungen (26). Die auf sie folgende der letzteren Gleichungen 
wird daher 

(«A + 1) -i? = Äj + (p — n) 

sein, also ist die Gleichung (28), welcher in der Reihe der 
Gleichungen (26) die a^te Stelle zukonunt, die letzte dieser 
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Gleichungen mit dem Quotienten Ä — 1 ; ebenso würde die 
a^+ite Gleichung (26) die letzte mit dem Quotienten /t , und 
folglich die Anzahl dieser Gleichungen, denen der Quotient h 
zukommt, gleich a^+i — «a sein. Der äußerate Wert, den 

man bei dieser Betrachtung dem Index h beilegen darf, ist 

p 3 

Ä = — - — ; die Op^ite der Gleichungen (26) hätte noch den 
^ "T" 

/> — 3 
Quotienten — - — , während die folgende schon den Quo- 

i> — 1 

tienten — - — hätte, den nun, da auch der letzte Quotient 

. p — \. 
bq^i noch gleich — - — ist, wie gezeigt worden, alle Glei- 

"2" . ^ g^l 

chungen (26) bis zur letzten, welcher die Stelle ^-^ — zu- 
kommt, beibehalten; die Anzahl der Gleichungen (26) mit 
dem Quotienten ^—^ — betragt daher ^^ «p-i . 

Zählt man demnach die Gleichungen (26), denen ein 
ungerader Quotient 1,3,5,... zukommt, so gibt es deren 
resp. 0^2 "~ ^> 0^4 — «3, «6 — «5 , ... Ihre Gesamtzahl v be- 
stimmt sich also, wenn ^—- — gerade, also 'p von der Form 
4Ä + 1 ist, durch die Gleichung 
(29a) V = —Ol + «2 — Og + a^ — . . . — a p,8 + Vj. y 

2 2 

P — 1 

dagegen, wenn ^— ^ — ungerade, d. i.^ von der Form 4Ä; + 3 
ist, durch die Gleichung 

(29b) V = —Ol +02— 08+04 — ... — Op-i + ^ . 

~2~ ^ 

FaJBt man aber diese Gleichungen als Kchagruenzen 
(mod. 2), so kann man die erstere schreiben, wie folgt: 

V = Ol + O2 + Og + 04 + . . . + o^ + Op^ (mod. 2) , 

2 2 

woraus man nun, die geraden o, unterdrückend und die un- 
geraden o,-, deren Anzahl ia genannt war, durch ihren Rest 1 
ersetzend, sogleich 

(30a) v = ii (mod. 2) 
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erschließt. Ganz ebenso liefert die Gleichung (29 b) die 
Kongruenz 

(30b) y^j^ + l:zl (mod.2). 

Da nun Potenzen von —1, deren Exponenten nur um 
Vielfache von Zwei verschieden sind, gleichen Wert haben, 
folgt im ersten Falle, d. h. wenn jp von der Form 4Ä; + 1 
ist, aus (27) in Verbindung mit (25) die Gleichung 



(f)-( 



P 



im zweiten Falle aber, d. h. wenn p von der Form 4 Z; + 3 ist, 

q-l 



(f)=<-) ••(!)- 



mithin wieder (— j = (— j, wenn ^-^ — gerade, d. h. q von 
der Form 4 Z; + 1 ist, und nur, wenn auch q von der Form 

4* + 3i.,{£) = -(f). 

Zusammenfassend kann man also das Gesetz aussprechen: 
Wenn wenigstens eine der beiden Primzahlen 
Py q von der Form 4:k + 1 ist, haben die beiden rezi- 
proken Symbole ( )>( ) gleichen, dagegen ent- 
gegengesetzten Wert, wenn beide Primzahlen von 
der Form 4Z; + 3 sind. « — 1 {/ — 1 

Bemerkt man schließlich, daß das Produkt -^— ^ — • ^-^r — 

im ersten dieser beiden Fälle gerade, im letzten ungerade 
ist, daß also je nach diesen beiden Fällen 

(-1) 2 * 2 =+1 oder =-1 
wird, so kann man das Gesetz auch durch die Formel 

p-l q-\ 



©-(-'■■-•(f) 
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oder, indem man mit (— ) multipliziert und beachtet, daß 
das Quadrat I — I einer Einheit stets +1 ist^ symmetrischer 
durch die folgende: 

(f)-(f)-'-)'^-^ 

zum Ausdruck bringen. 

Diese eleganteFormelist das Reziprozitätsgesetz 
der quadratischen Keste in der ihm von Legendr e ge- 
gebenen Gestalt. 

7. Jacdn hat eine Verallgemeinerung des Le^endr^schen 
Symbols eingeführt^ welche gestattet, die für das letztere in 
den Formeln (20), (22) und (31) festgestellten Gesetze selbst 
zu verallgemeinem, indem man sie auf zusammengesetzte 
Zahlen ausdehnt 

Sei P irgend eine positive ungerade Zahl; wir setzen 

(32) P-ppV'-., 

indem wir unter jj, p' , p'', ... die gleichen oder ungleichen 
Primfaktoren verstehen, in welche P sich zerlegen läßt. Ist 
dann a eine zu P teilerfremde Zahl, so soll das 

Symbol l-p J durch die Gleichung 

definiert werden. 

Es befolgt ganz gleiche fundamentale Gesetze, wie sie 
für das einfache LegendreschQ Symbol in den Formeln (11) 
und (12) sich aussprechen. Sind nämlich a, a' zwei (mod.P) 
kongruente, zu P teilerfremde Zahlen, in Zeichen 

(34) a'=a (mod.P), 

so bestehen auch die Kongruenzen 

a'^ a (mod,|>), a'^ a (mod.2>0 ? a'^ a (mod.p''), . . . 

und ihnen zufolge wegen (11) die Gleichungen 
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aus deren Multiplikation ineinander bei Beachtung der De- 
finitionsgleichuDg (33) und der ihr entsprechenden Gleichung 



©=©-(f)-(i^)- 



die Formel 

(35) (^\ = (^\ für a'=a (mod.P) 

hervorgeht; für zwei (mod.P) kongruente Werte a, a^ [hat 
also auch das JocoW sehe Symbol gleichen Wert. 

Sind femer a , a^ irgend zwei zu P teilerfremde Zahlen, 
so gilt dasselbe auch von aa% und folglich hat man zu 
setzen /^^/\ /^^/\ /^^/\ /^^/\ 

jedes der Legendreschen Symbole zur Eechten aber kann 
nach Formel (12) in das Produkt zweier anderen aufgelöst 
und somit 

geschrieben werden. 

Zu diesen beiden Gruudformeln (35), (36) tritt für das 
Jcusöbische Symbol noch eine dritte hinzu. Sei nämlich auch 
Q eine positive ungerade Zahl und 

(37) Q = qqY--- 

ihre Zerlegung in Primfaktoren; dann wird, wenn a eine 
Zahl bedeutet, welche sowohl zu P als auch zu Q und da- 
her auch zu ihrem Produkte 

PQ^pp'p"...qq'q"... 
teilerfremd ist, 

(?) = (i) (f) (f) ■ ■ ■ 

(I) = (f) (?)(?)■■ • 
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und folglich 

<'«> (^) - (I) • © 

sein. 

Aus diesen Formeln ergibt sich nun zunächst 

d. i. nach (20) 

(1 \ p-i p'-i p"-i 

:^) = (-i)« ^ * ^ * ^- 

und ebenso 

©=(l)-(f)-(f)-- 

d. i. nach (22) 

(40) (f) = (""^^ 8 + 8 + 



p«_l p'a-i p"«-l 

T" • • • 



8 

Schreibt man aber die Formel (32) wie folgt: 

P = (1 + (i) - 1)) (1 + Ü»' - 1)) (1 + ip" -!))■■. 

und bedenkt, daß das Produkt von zwei oder mehreren der 
geraden Zahlen ^ — 1 , jp' — 1 , ^'^ — 1 , . . . durch 4 aufgeht, 
so liefert die Formel die Kongruenz 

P-l = {p-l) + ip'-l) + {p"-l)+... (mod.4) , 
also 

p_l p-l p'-l p"-l , , o^ 

~2~= 2""^ 2~ + ^ — + •■• (»iod.2), 

und die Gleichung (39) läßt sich folgendermaßen schreiben: 

(41) (:^) = (_i)V. 

Ebenso ist 

P* = (1 + {P^ - 1))(1 + {p" - 1))(1 + {P"' - 1)) . . • 

Da nun das Quadrat jeder ungeraden Zahl, d. i. jeder Zahl 
von» einer der beiden Formen 4 Ä + 1 , durch 8 geteilt den 
Eest 1 läßt, indem 

(4Ä + 1)2 = 16Z;2 + 8Ä+1 
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ist, 80 sind die Zahlen j>^ — 1, p'^ — 1, p"^ — 1 , . . . sämt- 
lich durch 8, jedes Produkt von zwei oder mehreren der- 
selben also durch 64 teilbar; man erhält daher aus der 
obigen Gleichung für P^ die Kongruenz 

P2 - 1 = (jp2_ 1) + (2)'2 _ 1) + Q,''2 _ 1) + . . . (mod.64) 
und daraus 

also auch (mod. 2)^ und somit statt der Gleichung (40) die 
einfachere folgende: 



(42) (p) = (-1) 






Hiemach gelten die Formeln (20) und (22) also auch 
dann, wenn der Nenner des Symbols eine beliebig zusammen- 
gesetzte positive ungerade Zahl ist. 

Um auch das Reziprozitätsgesetz zu verallgemeinem^ 
bilden wir das Produkt der beiden Joco&ischen Symbole 

(i)=(f)(l)(f)- 

indem wir P, Q als teilerfremde ungerade positive Zahlen 
voraussetzen. Löst man hier die einzelnen Z^^endFreschen 
Symbole nach Formel (12) weiter auf, so erhält man offen- 
bar im Ausdrucke des Produktes (-77) •(-^) jedes der 
Symbole \(iJ \^I 

mit jedem der Symbole 

bzw. multipliziert, was kurz ausgedrückt werde durch die 

-- (|)-(|)-JT(f)©- 
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Wird ab» hier das allgemeiiie Glied unter dem Prodnkt- 

^-1 f-i 

zeichen nach (31) durch (~1) ' ' ersetsl^ so nimmt vor- 
stehende Fonnel die Gesfcak an: 

wo nun der Exponent von — 1 die Summe aUer Zahlen 

von der Form ^—^ — • ^^-^ — bedeutet, welche man erhalt, 

wenn man jeden der Primfaktoien p y p^, p^^ mit jedem 

der Primf^toren g, q^y q'^ kombiniert, eine Summe, 

welche dem Produkte 

gleich ist. Den ersten dieser beiden Faktoren &nden wir 

P— 1 

schon (mod.2) mit — - — kongruent, ganz ebenso ist es 

der zweite mit -^-^ — und daher der flxponent in (43) mit 



p-1 ^- 1 

2 ■ 2 
folgende: 



So geht endlich die Fonnel (43) in die 



<"' (I) •(!)-<-« 



P-1 ^-1 



Über und lehrt, daß auch das Beziprozitatsgesetz gültig bleibt, 
wenn die positiven ungeraden Zahlen, welche Zahler und 
Nenner der beiden reziproken Symbole bilden, nicht Piim- 
zahlen, sondern beliebig zusammengesetzt sind, vorausgesetzt 
nur, daß sie teilerfremd sind. 

Man darf endlich sogar eine der beiden Zahlen P, Q 
als negativ annehmen, wenn man übereinkommt, unter dem 

Symbole ( — ^j dasselbe zu verstehen, wie unter dem Sym- 



(!)•- 

(:^)-(^)-(|)-(l)-(^)- 



hole (75-1. In der Tat ist dann 
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also nach (44) und (41) 

da aber der Exponent von —1 gleich 

i^.«±i^^.=^ ,-.2, 
ist, darf schließlich geschrieben werden 

was bewiesen werden sollte. 

8. Wir sind nun in der Lage, die in Nr. 4 gestellte 
Aufgabe zu lösen, nämlich den Wert der drei Symbole 



\p)' \p)' \p) 



zu bestimmen. Die beiden ersten ergeben sich unmittelbar 
aus den Formeln (20) und (22), der Wert des dritten wird 
leicht gefunden, wenn man mit dem verallgemeinerten Re- 
ziprozitätsgesetze (45) den Euklidischen Algorithmus ver- 
bindet. Auf diese Weise hat Eisenstein eine einfache 

Kegel au%estellt, die Bestimmung von (— ) und all- 

gemeiner von l-yl zu leisten, und ähnliche sind später 

von Eronecker, Lebesgtie, Sylvester, Gegenbauer gegeben 
worden.*) 

Setzt man, unter P, Q zwei ungerade teilerfremde 
Zahlen verstehend, von denen Q positiv ist, dem Euklidischen 
Algorithmus gemäß 

wo Qi positiv und kleiner als Q gedacht ist, so kann statt 
dessen auch 

P=-{k + l)Q-{Q-Q,) 

*) Eisenstein, Journ. f. Math, von Crelle, 27, 1844, S. 317; 
Kronecker y Berl. Akad. Sitzungsber. 1884, 8. 519; 1880, 8. 698; 
Sylvester f Paris. C. Rendus 90, 1880, S. 1053; Oegenbauer, Wien. 
Ak. Berichte, 82 n, 1880, S. 931; 84 II, 1881, S. 1089. 
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geschrieben werden, während der Rest — (^—^i) wieder 
numerisch kleiner als Q, jetzt aber negativ ist; einer der 
beiden Quotienten JcjJc + 1 aber muß eine gerade Zahl sein. 
Man kann also den Euklidhchen Algorithmus stets so ein- 
richten, daß der Quotient jeder der Divisionen gerade aus- 
fällt, und schreiben 

wo Qi wieder positiv und kleüier als Q zu denken und e^ 
gleich +1 oder —1 ist, und erhält ebenso fortfahrend den 
EuklidiBchen Algorithmus in der folgenden Gestalt: 



(46) 



P=2Ä .Q +e^Q^ 



wo die Zeichen €i, 82, e^, . . ., ejc+i positive oder negative 
Einheiten bedeuten, je zwei aufeinanderiolgende Beste Qi, Qi+t 
teilerfremd und zuletzt einer der Reste, etwa Q^+i , gleich 1 
sein muß, da. P, Q ohne gemeinsamen Teiler vorausgesetzt 
sind. Aus der allgemeinen Gleichung 

(47) Qi^i = 2h^Qi+e,+iQi+t 

dieses Schemas folgt aber die Kongruenz 

Qi. 1 = €i+ 1 Qi^ 1 (mod. Q,) , 
also 



(%^)=(^)' 



dem verallgemeinerten Reziprozitätsgesetze (45) gemäß darf 
man hierfür setzen 



(%^)-(^)-<-> 



2 2 



Man bilde diese Gleichung für i = 1 , 2 , 3 , . . ., A;, so ent- 
stehen Je Gleichungen, deren letzte wegen Q^+i = 1 so lautet: 



m-i^)- 



Bach mann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 
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oder in die Gestalt 



(^)-'-' 



Qk-^ n+iQk+1-^ 



2 2 



gesetzt werden kann, denn diese Potenz ist in der Tat gleich 1 

oder gleich (—1) ^ ^ je nachdem ej+i = +1 ocl^r —1 ist. 
Fügt man diesen Gleichungen noch die aus der ersten Glei- 
ohuDg des Schemas (46) auf gleiche Weise gewonnene 



(I)=(|)-'-"' 



2 



hinzu, so liefert deren Multiplikation ineinander, wie sogleich 
zu übersehen, die neue Gleichung 

Je 

/p\ ^ 2 • 2 

(48) y =(-!)'=•' 

Im Exponenten dieser Potenz von —1, welcher die Sunmie 
aller Zahlen von der Form 

^^^^ ~~2 2 

für die Werte i = 0, 1, 2,..., k bedeutet, dürfen aber die 
geraden Summanden unterdrückt und die ungeraden durch 
ihren Eest 1 (mod. 2) ersetzt werden; geschieht dies, so be- 
zeichnet der neue Exponent die Anzahl der Fälle, wo der 
allgemeine Summand (49) ungerade, d. h. die Anzahl der 
Fälle, wo in den einzelnen Gleichungen (47) gleichzeitig Qi 
und £,+i^,+i von der Form 4Ä + 3 sind. Die Formel (48) 
lehrt also folgende 

Regel: Man zähle, wie oft in den einzelnen 
Gleichungen des Schemas (46) die darin auftreten- 
den Zahlen Q^ und d+iQi+i gleichzeitig von der Form 
4i + 3 sind; ist ^ diese Anzahl, so ist 

(50) (|) = (-!)"• 
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Beispiele: 1. Die Zahlen ^ = 743 , q = 211 sind Prim- 

•^^l • Das 

ouuvma v^u; iimimb tue vjrtssuut au ^^^ ^ 

743 = 4.211-101 * 

211 = 2 . 101 + 9 ! 

101 = 12 . 9 - 7 

9 = 2.7-5 * 

7 = 2.5-3 

5 = 2.3-1.*; 

in diesen Gleichungen bieten die mit einem Sternchen ver- 
sehenen den Fall zweier Zahlen von der Form 4 i + 3 , 

(fJAO \ 
-^^Tzr) = — 1 . Man bestätigt dies 
^ /743\ 7llO\ 

durch folgende Betrachtung: Nach (11) ist (-öT7~) = \"^TT") > 

was wegen (12) gleich |^^^j • [2^) • [211) gesetzt werden 
kann; der zweite Faktor ist nach (22) gleich —1, die anderen 
nach dem Reziprozität sgesetze gleich (— ^) = (^) = 1 resp. 

— (-JJ- j = — ( jj ] — h 1 ; im ganzen also wird [gj^;) gleich — 1 . 

Die Primzahl 743 ist also quadratischer Nichtrest der Prim- 
zahl 211. 

2. Da die ^tsen^^msche Begel auch für zusammengesetzte 
Zahlen gilt, nehme man z.B. P=— 1365, ^ = 5428681, 
Das Schema (46) wird hier das folgende: 

1365 = 0'Q + 1365 

Q^ 3978.1365 -1289 

1365 = 2 . 1289 - 1213 

1289 = 2 . 1213 - 1137 

1213 =- 2 . 1137 - 1061 

1137 = 2 . 1061 - 985 

1061 = 2 . 985 - 909 

5* 
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985 - 2 • 909 - 833 
909 = 2 . 833 - 757 
833 = 2 . 757 - 681 
757 =. 2 . 681 - 605 
681 - 2 . 605 - 529 
605 = 2 . 529 - 453 
529 = 2 . 453 — 377 
453 = 2 . 377 - 301 
377 = 2 . 301 - 225 
301 = 2 . 225 - 149 
225 = 2 . 149 - 73 
149 = 2 . 73 + 3 
73 = 24 • 3 + 1 . 

Keine dieser Gleichungen bietet den Fall zweier Zahlen von 

der Form 4Ä + 3, daher ist JV = und [—q-) = +'^- 
Paraas folgt auch \ V ' 

da ^ ^ 1 (mod.4), also (-7^-) = 1 ist Dies bestätigt sich 
wieder folgendermaßen: Man findet zunächst nach (12) 

m-(i)-(|)-(i)-(^)-(^); 

d. 1. nach (20) und dem verallgemeinerten Beziprozitäts- 
gesetze gleich 

(i)-(i)-(i)-(Ä)- 

also nach (11) gleich 

d. i. nach (20) und (22) gleich +1. 
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("1 9AP\ \ 
——-—3-1 folgt 



nun 



nichts daß die Zahl —1365 quadratischer Rest sei von 
5428681, d. h. daß die Kongruenz 

(51) x^ = -1365 (mod. 5428681) 

auflösbar sei Es ist nämlich allgemein zu bemerken, daß aus 
(-yI = 1 nicht immer die Möglichkeit der Kongruenz 

(52) x^ = P (mod.^) 

hervorgeht. Dies ist zwar der Fall, so oft Q eine ungerade 
Primzahl ist; wenn aber 

aus mehreren solchen zusammengesetzt ist, so kann wegen 

sehr wohl ( — 1 = +1 sein, auch wenn unter den Legendre- 
schen Symbolen der rechten Seite sich welche mit dem 
Werte —1 befinden, sobald nur deren Anzahl gerade ist; 
80 oft aber auch nur ein einziges dieser Symbole den Wert — 1 
hat, muß P quadratischer Nichtrest von Q, d. h. die Kon- 
gruenz (52) unmöglich sein, denn fände sie statt, so müßte 
sie es auch nach jedem der Primfaktoren von Q als Modul, 
d. h. P müßte in bezug auf jede der Zahlen q , q\ q^\ . . 
quadratischer Rest, die sämtlichen Legendre&chen Symbole 
in (53) also +1 sein. — Im hier vorliegenden Falle ist 
aber die Kongruenz (51) wirklich lösbar und hat, wie Gauß 
(Disqu. arithm. art. 328) angegeben hat, die vier Wurzeln 

±2350978, ±2600262. 
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Viertes Kapitel. 

Die Linearform f=ax + by. 

1. Blicken wir zurück, so werden wir leicht erkennen, 
daß alles, was entwickelt worden ist, wesentlich aus dem 
Umstände gewonnen wurde, daß, wenn a, 6 zwei teiler- 
fremde Zahlen bedeuten, die Gleichung 

(1) ax + by ^1 

in ganzen Zahlen Xy y auflösbar ist, eine Tatsache, die wir 
aus der Grundtatsache der Zahlentheorie (Kap, 1, Nr. 3) 
mittels des Modulbegriffs hergeleitet haben. Kehren wir 
jetzt zu jenem Ausgangspunkte noch einmal zurück. 

Indem wir unter a , 6 , c, . . . irgend welche, nicht not- 
wendig rationale Zahlen, unter Xy y, Zy ... Unbestimmte 
verstehen, nennen wir den Ausdruck 

ax -{-hy + cz -\- . . . y 

welcher, wenn x y y y Zy ... alle ganzzahligen Werte an- 
nehmen, die Zahlea des Moduls [a, 6, c, . . .] ergibt, eine 
Linearform, und insbesondere den Ausdruck 

(2) f=ax + lyy 

der nur zwei Unbestimmte enthält, eine binäre Linear- 
form. Statt der Unbestimmten a?, y führen wir durch zwei 
Gleichungen 

(3) x=^(xx'+ßy'y y=^yx'+dy'y 

in denen (Xy ß f y f d ganze Zahlen bedeuten sollen, zwei 
andere Unbestimmten x\ y^ ein; wir nennen diese Einfühnmg 
oder die Gleichungen (3), durch welche sie geschieht, eine 
Transformation. Durch Substitution in (2) erhalten wir 

f = a{ccx'+ßy') + h(yx'+dy') = {a(x + by)x' + {aß + bd)y' 

und dürfen, wenn wir 

(4) aoc + by = a\ aß + bd = V 
und 

(5) t'^a'x'+Vy' 

setzen, den Satz aussprechen: 
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Durch die Transformation (3) verwandelt sich 
die Linearform f in die Linearform f\ 

Aus den Gleichungen (3) folgen aber umgekehrt diese 
anderen: 

(6) Ax'=^dx — ßyy Ay' = —yx -\- (xy , 

in denen A die Determinante 



(7) 



(K ß 

y b 



==^ (KÖ — ßy 



der Gleichungen (3) bedeutet, und durch sie geht f wieder 
rückwärts in f über, da sich 

a'x' + 6 V -j^ X -) ^— ^ y 

und aus (4) 

Aa=:da'-yy, Ab = -ßa^+ocV 
ergibt. 

Beschränkt man sich aber auf ganzzahlige Werte der 
Unbestimmten, so leuchtet ein, daß zwar ganzzahligen Werten 
von x\ y' den Gleichungen (3) zufolge stets auch ganzzahlige 
Werte von x, y entsprechen, im allgemeinen aber nicht um- 
gekehrt, da aus ganzzahligen x, y mittels der Gleichungen 
(6) ebensolche Werte nur für Ax\ Ay' gefolgert werden 
können. Ist A = +1 , so erhalten daher mit x , y zugleich 
stets auch x\ y^ selbst ganzzahlige Werte; diese hinreichende 
Bedingung ist aber auch notwendig, denn, wäre A von +1 
verschieden, so gingen aus (6) für ic = 1 , y = die Werte 

Ax'=d, Ay^=—y 

und für x == 0, y = 1 die Werte 

Ax'=—ßy Ay'^(x. 

hervor, und somit müßten, damit die Werte x\ y' stets ganz- 
zahlig werden, oc , ß , y , d den Teiler A gemeinsam haben, 
was mit der Gleichung 

A = (xd — ßy f 

deren rechte Seite dann durch A^, die linke nur durch A 
teilbar wäre, sich nicht verträgt. Wir haben so den Satz 
festgestellt: 
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Damit vermöge der Transformation (3) ganz- 
zahligen Werten von x% y' stets auch ganzzahlige 
Werte von x^ y entsprechen und umgekehrt, ist 
notwendig und hinreichend, daß die Determinante 
der Transformation gleich +1 ist. 

Da nun vermöge der Formeln (3) die Gleichheit 

aX'\''by = a'x' + Vy' 

der beiden Linearformen f, f hergestellt wird, so wird unter 
der Annahme A = +1 jeder Wert, welchen die Form f für 
ganzzahlige Xy y annimmt, einem Werte gleich sein, den die 
Form f für ganzzahlige x\ y' erhält und umgekehrt, oder, 
wie wir sagen können, die Formen /*, f stellen dann für 
ganzzahlige Werte ihrer Unbestimmten dieselbe Gesamtheit 
von Zahlen dar. Wir nennen daher zwei Linear- 
formen f, f einander äquivalent, wenn sie durch 
eine Transformation mit der Determinante +1 in- 
einander übergehen. 

Nun bildet die Gesamtheit der Zahlen, welche aus der 
Form f mittels ganzzahliger x, y hervorgehen, den Zahlen- 
modul [a, &] und die Gesamtheit der Zahlen, die aus /' 
mittels ganzzahliger x', y' entstehen, den Zahlenmodul [a', V\ . 
Das gewonnene Ergebnis läßt sich daher auch so aussprechen: 

Die Moduln [a, 6] und \a\ ft'] sind einander gleich, 
wenn die Beziehungen (4) statthaben, während (x, ß, y^ d 
ganze der Bedingung 

(8) (xd — ßy^±l 

genugende Zahlen sind. Nennt man a, 1) die Basis des 
Moduls [a, &], so darf man dafür auch sagen: ein Zahlen- 
modul [a, 6] bleibt unverändert, wenn seine Basis a, h durch 
eine andere a\ V ersetzt wird, die mit jener durch die 
Gleichungen (4) und (8) verbunden ist. 

2. Wir werden nun zunächst diesen Verhältnissen eine 
geometrische Deutung geben, die auf spätere Betrach- 
tungen der gleichen Art vorbereiten soll 

Unter Vektor verstehen wir, wie üblich, eine Strecke 
AB, wenn sie nicht nur nach ihrer Größe, sondern auch 
nach ihrer Bichtung geschätzt werden soll, so daß zwei 
Vektoren AB, A'B' einander als gleich anzusehen sind, 
wenn die Strecken AB , A'B' nicht nur gleiche Länge haben, 
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sondern auch gleich gerichtet oder doch einander gleich- 
stimmig parallel sind. Hiemach addiert man zwei Vektoren 
AB, A'B' (s. Fig. 1), indem man an den Endpunkt B des 
einen eine Strecke BC anfügt, welche mit dem andern nach 
Größe und Eichtung iden- 
tisch ist und sieht den / 
Vektor AG als Summe yiC 
beider Vektoren an. 

Dies vorausgeschickt, 
denke man nun in gewöhn- 

licher Weise die beiden y^ I ^^' 

Achsen OX, OY eines ebe- 
nen Koordinatensystems, 
die sich unter einem be- " Pig.i. 

liebig gegebenen Winkel y) 

schneiden mögen, und trage nach beiden Seiten von auf 
der Achse OX eine Strecke von der Größe a*) , auf OY eine 
Strecke von der Größe & zu beliebig wiederholten Malen ab 
und ziehe durch die Endpunkte der aufgetragenen Strecken 
Parallelen je zur anderen Achse; so wird die ganze Ebene in 
unendlich viel kongruente Parallelogramme von der Größe 
ahemxp geteilt, und es entsteht ein sogenanntes Gitter 6r, 
dessen sämtliche Gitterpunkte, nämlich die Durchschnitts- 
punkte beider Systeme von I^ärallelen, durch die Koordinaten 
aXyhy bestimmt werden, wenn für Xj y alle ganzzahligen 
Wertsysteme gesetzt werden. Man nennt das Gitter ein 
Punktgitter, wenn von den Parallelen abgesehen und nur 
ihre Durchschnittspunkte in Betracht gezogen werden. Faßt 
man aber die Strecken a, & als Vektoren und bezeichnet 

sie als solche durch ä, 6, so gelangt man offenbar zum Gitter- 
punkte mit den Koordinaten ax, by , wenn man diese seine 
Koordinaten als Vektoren gedacht aneinanderfügt, und da- 
her ist deren Summe 

ä*x + h-y 

der zum Gitterpunkte gehörige Vektor, d. i. die vom Anfangs- 
punkte nach ihm gezogene, nach Größe und Richtung ge- 
nommene Strecke. Man ersieht aus dieser Betrachtung, daß 
der Gesamtheit aller Zahlen des Moduls [a, h] die Gesamt- 

*) Wir setzen hierbei a, 6 als positiv voraus. 



74 



Der rationale Zahlenkörper. 



heit der Gitterpunkte in Gf oder auch der ihnen zugehörigen 
Vektoren eindeutig entspricht: der Zahl ax -\-by der End- 
punkt des Vektors ä • a? + 6 • y . 

Insbesondere also werden den durch die Gleichungen (4) 
bestinunten Zahlen a', h' dieses Moduls die Vektoren 

(9) äZ=ä.öt + 6.y^ ÖB = a-ß + h*d 

oder ihre Endpunkte A , B mit den Koordinaten a(x , by, 
aß yhd resp. zugeordnet sein. Kimmt man nun die Geraden, 
welche mit A und mit B verbinden, zu neuen Koordinaten- 
achsen OX', OY und trägt auf diesen nach beiden Seiten 




Fig. 2. 

von die Strecken OA , OB beh'ebig oft ab, um dann durch 
die Endpimkte derselben je zu der anderen Achse Parallelen 
zu ziehen (Fig. 2), so entsteht ein neues, aus kongruenten 
Parallelogrammen bestehendes Gitter G', und offenbar werden 
die Vektoren seiner sämtlichen Gitterpunkte erhalten, wenn 
in dem Ausdrucke 

(10) ÖÄ^x'+ÖB-y' 

für x\ y' alle ganzen Zahlen gesetzt werden. Die Koordi- 
naten dieser Gitterpunkte sind daher 

a x ' x' + a ß • y' = a{(x x^ -\- ß y^ ^ a x y 
by'X^+bd*y^=b(yx^+dy^) = by 
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und demnach jeder von ihnen ein Gitterpunkt auch von G ; 
das gesamte Gitter G' gehört also dem Gitter G als ein 
Teil des letzteren an. Dies gilt nun im allgemeinen nicht 
auch umgekehrt; damit beide Punktgitter G und G' gänzlich 
auf einanderf allen ^ ist — wie aus Nu. 1 einleuchtet — not- 
wendig und hinreichend^ daß die vier ganzen Zahlen (K, ß, 
y y d die Gleichung (8) befriedigen. Denn alsdann und nur 
dann wird auch jeder Punkt mit den Koordinaten ax, hy , 
d. L jeder Gitterpunkt von G , ein Punkt mit den Koordinaten 
a « • a?' + a j8 • y', hy ^x'+hd^y' d. i. mit dem Vektor (10), 
also ein Gitterpunkt von G^ sein, und somit beide Gitter 
sich decken. Fragt man aber nach dem geometrischen Aus- 
drucke dieser Bedingung, so lautet er dahin: daß die so- 
genannten Elementarparallelogramme beider Gitter, d.h. 
die aus den Seiten a , 6 , bzw. OÄ , OB gebildeten Parallelo- 
gramme gleichen Inhalt haben müssen. In der Tat ist be- 
kanntlich der Inhalt des aus OÄ und OB gebildeten Parallelo- 
grammeS; ausgedrückt durch die auf OX, OY bezogenen 
Koordinaten der Punkte A, B gleich dem absoluten Werte von 

{aoc'hd — ay^hß)' sin y; = {ocd — ßy)' absintp 

und daher dem Parallelogramme aisintp dann und nur dann 
gleich, wenn die Bedingung (8) erfüllt ist. 

Aus dieser Betrachtung ersieht man, daß durch eine 
Transformation 

X ^ocx'+ ßy'y y = yx'+ dy% 

deren ganzzahlige Koeffizienten oc, ß, y y d der Bedingung (8) 
genügen, das zur Linearform f=ax-\-})y gehörige Gitter G 
unverändert bleibt und nur auf eine andere Weise in Elementar- 
parallelogramme geteilt wird. 

3. Haben wir bisher die Zahlen a, 6 beliebig gedacht, 
so verstehen wir darunter nunmehr positive ganze Zahlen. 
In dieser Voraussetzung ist aber, wie in Kap. 1, Nr. 3, 4 
gezeigt worden ist, der Modul [a, i] oder, was ersichtlich 
dasselbe ist, der Modul [a, —i] identisch mit dem ein- 
gliedrigen Modul [d], in welchem d den größten gemein- 
samen Teiler von a, 6 bedeutet, und deshalb gibt es, wenn 
m irgend ein Vielfaches von d, d. i. eine durch d teilbare 
Zahl ist, ganze Zahlen oc, ß, welche die Gleichung 

(11) aoc — iß = m 
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erfüllen^ oder die unbestinimte Gleichuiig ersten Grades 

(12) ax — iy = m 

ist in ganzen Zahlen x^ y auflösbar. Daß sie auch nur dann 
aufgelöst werden kann^ wenn m durch den größten gemein- 
samen Teiler von a, b ebenfalls teilbar ist^ leuchtet daraus 
ein, daß dieser auch in jeder Zahl von der Form ax — hy 
aufgehen muß. Hat aber die Gleichung (12) eine ganz- 
zahlige Auflösung^ so hat sie deren stets unendlich viele 
und sie können mit Leichtigkeit aus jener einen bestimmt 
werden. In der Tat, sei a, ^8 die eine Auflösung und x, y 
irgend eine andere, dann bestehen die beiden Gleichungen (11) 
und (12) zusammen^ und es ergibt sich aus ihnen die dritte: 

ax — hy = a(K — bß 

oder a{x — (k) = h(y — ß), d. i., wenn a = a'd, b = b'd ge- 
setzt wird, wo nun a', V teilerfremd sind, 

a'{x-x)=^b'{y-ß), 

also x — (X. teUbar durch b% etwa x — (x^ =Vii imd dann 
y — /? = a'0 , wo z eine ganze Zahl bedeutet. Jede Lösung 
von (12) hat also die Form: 

(13) X=(X'\--^-Z, y^ß + ^.^. 

Die Zahlen dieser Form stellen aber auch für jeden ganz- 
zahligen Wert von eine ganzzahlige Lösung der Gleichung 
(12) dar, da aus ihnen 

ax — by = aoc — bß = m 

hervorgeht. Demnach geben die Formeln (13) die vollständige 
Lösung der Gleichung (12) an, wenn darin für z alle ganzen 
Zahlen gesetzt werden. Sind insbesondere a, b teile^emd, 
also d= 1 f so ist die Gesamtheit der Vielfachen m von 
d mit der Gesamtheit aller ganzen Zahlen identisch; die 
Gleichung (12) ist dann also stets in ganzen Zahlen x, y 
auflösbar oder, wie man auch sagt, jede ganze Zahl m ist 
dann durch die Linearform ax — by darstellbar, und sämt- 
liche Darstellungen derselben oder sämtliche ganzzahligen 
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Auflösungen der Gleichung (12) werden aus einer derselben^ 
oc^ ß, durch die Formeln 

(14) x:= oc + 10 , y^ß-\-az 

gefunden, wenn in diesen z alle ganzen Zahlen durchläuft. 
So hat also für teilerfremde a, h auch die Gleichung 

(15) ax — hy=^l 

unendlich viel ganzzahlige Auflösungen^ welche sämtlich in 
der angegebenen Weise mittels der Formeln (14) aus einer 
solchen Auflösung oc, ß zu finden sind. Man merke ^ daß 
durch passende Wahl des ganzzahligen nach der ersten 
der Formeln (14) der Wert von x auf das Intervall bis & 
beschränkt werden kann^ so daß 

(16a) 0^x<b 

wird; setzt man nämlich oc = qb + rj wo0^r<& gedacht 
wird, so erreicht man das Gewollte, wenn js = —q gewählt 
wird. Da nun zufolge (15) 

1 -^by ==ax 

ist, wird bei solcher Wahl von z 

by <ab 
also auch 

(16b) 0^y<a 

sein*). Es gibt daher eine ganzzahlige Losung der Glei- 
chung (15), bei welcher Xy y die Ungleichheiten (16a), (16b) 
befriedigen. Da zudem von den Werten des x nur einer 
zwischen und 6, und von den Werten des y nur einer 
zwischen und a liegen kann, gibt es auch nur eine einzige 
Lösung x^ y von der angegebenen Art. Fände man daher^ 
daß eine Lösung f , yj derselben Gleichung die Ungleich- 

heiten 0^|<6, = ,?<a 

erfüllte, so müßte man daraus schließen, daß sie mit der 
Lösung Xy y identisch sei; an späterer Stelle werden wir 
Veranlassung haben, auf diese Bemerkung zurückzuweisen. 

*) Die Gleichheitszeichen in den Formeln (16 a), (16b) sind 
nur in dem speziellen Falle h = \ resp. a == 1 zulässig. 
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Endlich leuchtet ein, daß die Gleichung (12) mit der 
anderen: „ im 

in welcher die Koeffizienten von x , y teilerfremd sind, genau 
die gleichen Lösungen haben muß; deshalb darf man sich 
auf den Fall einer Gleichung (12) mit teilerfremden Koeffi- 
zienten beschränken. Weil alsdann aber die Gleichung (15) 

ax — hy = l 

auflösbar ist und aus einer ganzzahligen Auflösung x , ß 
der letzteren sich eine solche Lösung ocm, ßm der Glei- 
chung (12) und daher vermittels der Formeln 

X ^ ocm + h0 y y = ßm + az 

sich ihre sämtlichen ganzzahligen Auflösungen ergeben, so 
genügt es schließlich, allein die Gleichung (15) weiter zu 
behandeln und ihre ganzzahligen Auflösungen zu suchen. 
Mithin werden wir uns fortan auf die Betrachtung dieser 
Gleichung beschränken. 

4. Es kommt allein noch darauf an, zu zeigen, wie 
man eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung (15) finden 
kann. Dazu könnte man zurückgreifen auf die in Kap. 2 
Nr. 7 gegebene Auflösung der Kongruenzen ersten Grades. 
Li der Tat ist die ganzzahlige Auflösung der Gleichung (15) 
nichts anderes als die der Kongruenz 

<17) ax^l (mod.6), 

denn, wenn x, y ganze Zahlen bedeuten, welche die Glei- 
chung (15) erfüllen, so stellt x eine Lösung der Kon- 
gruenz (17) dar, und umgekehrt folgt aus einer solchen 
die Teilbarkeit von ax — 1 durch 6 , d. h. eine Zahl y , für 
welche ax — by = 1 ist. Aber, so einfach die direkte Auf- 
lösung der Kongruenz (17) für kleine Moduln 6 ist, so um- 
ständlich gestaltet sie sich für große, und es empfiehlt sich 
vielmehr, umgekehrt ihre Auflösung auf diejenige der Glei- 
chung (15) zurückzuführen. 

Weiter aber haben wir in Anknüpfung an den EuMid- 
ischen Algorithmus für zwei Zahlen a, b an einem Beispiel 
gezeigt, wie unmittelbar aus demselben eine Auflösung der 
Gleichung (15) gefunden werden kann, und wir wollen diese 
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Methode jetzt allgemein entwickeln. Setzen wir a, h 2la 
teilerfremd^ also ihren größten gemeinsamen Teiler als 1 
Toraus^ so nimmt der UuMidiBche Algorithmus die Form an: 

ft =• 61 «1 + 62 



(18) { 



Setzt man hier in die letzte der Gleichungen, welcher 
die Gestalt 

Oy _ 2 &V - 1 • Öf y - 1 S^ 1 

gegeben werde, für by.i den aus der vorletzten Gleichung 
entnommenen Wert, so geht sie über in 

(19a) by^S'OCy^l ■— 6y_2(ay_2«y-l + 1) = — 1 ; 

durch Substitution des aus der drittletzten Gleichung ent- 
nommenen Wertes für by^2 verwandelt sich diese in die 
folgende: 

{19h)by.^{0Cy.20Cy^l+l)—by.3{0Cy-3{0Cy.2 0Cy^l + l) + (Xy.i)=-l 

USW.; allgemein ergibt sich auf solche Weise eine Formel 

(19) by.i'Ai-i+i — by.i+i • Ay.i+i = (—1)*', 

worin Ay-t+i, AC-i+i Zahlen bedeuten, deren erste aus den 
Quotienten 

deren zweite aus den Quotienten 

^v-i+2 9 ^v-t'+3 ^ • • •> ^v-1 

durch Addition und Multiplikation gebüdet und demnach, 
ebenso wie diese, positive ganze Zahlen sind. Um diese 
ihre Abhängigkeit von den Quotienten oci anzudeuten, 
setzen wir 

-4y_,+ l = {Äy_^+l , Äy-, + 2 , ..., Äy _ l) 
-^-•+1 = \Äy-, + 2^ Äy-.,+3, ..., Äy-l/, 



J 
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eine Bezeichnung, welche von Gauß*) (Disq. arithm. art. 27) 
herrührt und daher Gauß^che Klammer genannt wird. 
Führt man den angedeuteten Prozeß bis zur zweiten der 
Gleichungen (18), d. i. bis t = v fort, so findet sich aus (19) 
die Gleichung 

(20) fe.^i-fei.^i=.(-l)% 

und, noch einen Schritt weitergehend bis zur ersten der 
Gleichungen (18), die folgende Gleichung: 

(21) a.^'-6.^ = (-l)''+S 
in welcher 

(22) A = {(Xy Äl , «2 , . . ., Äv-l) 

zu setzen ist. 

5. Es handelt sich nun darum, die fundamentalen 
Eigenschaften der 6rae«^schen Klammernausdrücke 
zu ermitteln. Zunächst ergibt sich ihr einfaches Bildungs- 
gesetz folgendermaßen: 

Stellen wir neben die Gleichungen (18) die folgenden: 



(23) 



yy^z = «y_2yv-2 + yv-1 
yy-2= ocy-iyv-i + yv } 

so werden, wenn x, y nach Belieben gewählt werden, auch 
alle folgenden Größen yi, y^, •••, yy durch jene Gleichungen 
mitbestimmt sein. Aus diesen letzteren ergibt sich aber auf 
gleiche Weise, wie die Formel (21) aus den Gleichungen (18), 
die Beziehung 

(24) X'A'-y'A = {-lY+^'yy 

und, wenn man den gleichen Prozeß, doch erst von der 
vorletzten der Gleichungen (23) aus wiederholt, diese 
analoge: 

(24a) X'B'^y.B={^iy.y,.,, 

*) Gauß benutzt eckige Klammem; um Verwechslung mit 
dem Modulzeichen zu vermeiden, ist hier das andere Klammem- 
zeichen gewählt. 
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endlich, wenn füan erst mit der drittletzten Gleichuiig be- 
gingt, die fieziehüiig 

(24b) a;.r-y.r-(-l)--i.y,.2, 

wo näfi 

JB«*{a, »if (X^, ..., «v-a) 

sind. IDiiese drM Bezdehüngen mit Bücksicht auf die letzte 
der Gleichrmgeti (23) verbindend; gewinnt man die folgende: 

derzufolge, da die Unbestinmiten x, y beliebig gewählt 
wei^den können^ etwa einmal gleich 1^ 0^ ein zweites Mal 
gleich 0, 1, 

also , ^ „ 

d. i. mit Beachtung der Ausdrücke für A, B, F nach- 
stehendes Bildungsgesetz: 

l + {^f ^1» ^2f •••> OCy-i} 

gefunden wird. 

Andererseits erhalt man aus den Gleichungen (23) neben 
der Formel (24), welche (21) entspricht^ der Gleichung (20) 
entsp^öheiüd die folgende: 

d. i wegeto Pi—^ — ocp die Glelchdng 

x.A,- {A{ + ocA,).y^ (-1)^+^ -y^ , 
deten Yergleiohung mit (24) die weiteren Beziehungen 

A^^A\ A = A[ + (xÄ^ 

ergibt. Die erstere derselben lehrt^ daß auch der Koeffi- 
zient A' ein^ Güu/S&che Klammerngröße wie A ist, nämUch 

A^'=^{(Xlf OC^, ..., Äy_l) 

und demnach, da ^^ zu J.^ in dcfrselben Beziehung steht 
wie ^' zu J., auch 

Ai =* \dC2 f OCsi . . . , Äy _ ly 
Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 6 
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ist; während nun die zweite ein neues, der Formel (25) ähn- 
liches Bildungsgesetz für diese Klammemgrößen liefert, nach 
welchem 

l + {(^2 f 0^8 > • • • I ^y-i) 

ist. 

6« Die Verbindung der Formeln (25) und (26) mitein- 
ander gestattet sogleich eine dritte Eigenschaft der 6^au^schen 
Klammem zu erhärten^ welche in der Gleichheit 

(27) {a, Äi , (X2,..., «v-i) = {ö^y-i> Äy-2j ...^ cci, «} 

ihren Ausdruck findet^ man darf also die Reihe der Quo- 
tienten umkehren. Nach (19 a) ist 

ebenso würde 

{Äv-I , <Xy«2} =* öfy_l (Xy-2 + 1 

sein und daher steht die Gleichung (27) für zwei Elemente 
bereits fest: 

Nehmen wir an, sie sei schon allgemeiner für weniger 
als V Elemente festgesteUt, so darf man die Gleichung (26) 
auch folgendermaßen schreiben: 

{(X , (Xl, ^2 , . . ., Äy»l} = {OCy^l , CCy-2} ' ' '} «2 * ^l) * ^ 

+ {oCy-i, <Xy-2; . . .^ Ä8, «2} , 

WO nun die rechte Seite auf Grund des Gesetzes (25) durch 

{(Xy_l, «y_2; .-M ^2f ^19 ^) 

ersetzt werden darf; demnach gilt dann die Formel (27) 
auch für v Elemente und somit allgemein. 

Eine fernere Eigenschaft lehrt die Formel 



(28) 



j { — a, —«1, — Ä2, ..., — Äy-l) 

l = (—1)" • {^ > ^19 <^2 9 • • •> ^v-l) } 



die ebenfalls durch allgemeine Induktion bewiesen wird. 
In der Tat ist 
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die Formel (28) besteht also für zwei Elemente; wird nmi 
vorausgesetzt; daß sie bereits allgemeiner für weniger als 
V Elemente bewiesen sei^ so liefert die Formel (26) znnächst 

also nach der Voraussetzung gleich 

d. h. wieder nach (26) gleich 

(—1)* • {« , «1 , «2 > • • •> ^y-l) f 

die Formel (28) besteht dann also auch für v Elemente und 
ist auf solche Weise als allgemeüi bewiesen. 

Endlich schreiben wir die Gleichungen (23) in um- 
gekehrter Reihenfolge auf nachstehende Weise: 

Vp'I = — öfv_2yy-2 + ffv-B 

y% =-öCiyi + y 
Vi -^—ccy + x. 

Entsprechend der aus den ursprünglichen Gleichungen (23) 
gefolgerten Beziehung (24) und bei Berücksichtigung des 
Klammemausdruckes für A' geht hieraus die Beziehung 

— yr-l-< — Äy_i, — «v-2, ..., — ÖCi, —«) = (— 1)''+^-ä; / 

oder . . . 

l + yv-l*{«y-l> Äv_2j . . ., »if OC} = X 

hervor^ während aus den Formeln (24)^ (24a) durch die 
Elimination von y die andere: 

(29b) y^ . J? + y^.i . ^ = {-ly-^^ . {Ä'B - B'A) . X 

gefunden wird. Hierin ist 

-4 = {(X, «1, . . ., Äy-l} = {OCy^l, «y_2> • • .^ ^1 , «} 
-4'= {^1, «2, . . «, Äy-l) 

also T?/ / \ 

-D = «^«1 ; (X2 f . . •> OCy-2/ . 

6* 
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Da somit die Koeffizienten Von ffy^if y^ in den beiden 
Formeln (298), (29b) übereinstimmen, ersoMießt man anch 
die Qleiohheit der Koeffizienten von x imd folglieh die 
wichtige Beziehung 

|{a , (Xif OC^y ^ . .? Äy-l) • {«1 , OC2, . . .; CCy^i} 
= (-1)' . 

7. Die (rotiy^schen Klammern haben eine besondere Be- 
deutung für die gewöhnliche Kettenbruchentwicklung des 

rationalen Bruchs -j-, wie denn der JEuklidiBoh» Algorithmos 

für a, b unmittelbar za dieser Kettenbruchentwicklung ffihit. 
Denn aud den Gleichungen (18) desselbeä schließt taia die 
folgenden: 

*i - « -I- *» 

-T = (Kp^2 -f- -T 

Oy-2 Ov~2 

6.-2 _L 1 

Oy-1 ^v-1 

und nunniehr durch allmä^he Substitatic^eü in die erste 
dieser Formeln den Kettenbrach 



WO (Xy für &y.i gesetzt, der letzten der Gleichungen (18) 
nämlich noch eine weitere Gleichutig 

by^l = 1' (Xy 
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hinzugefügt ist Um die unbequeme Schreibweise «olcher 
Brüche zu verpaeiden upd ^um zu sparen^ wollen wir fortan 
für diesen !^ettenbruch d^a Zechen 

(32) y = L^? ^i> <^t> •••) ^y^f öfyl 

verwenden. Bricht mw ihn bei seinen einzehien Teil- 
nennepn (x^y (X^f • • .^ ^vr-ij ^v &b^ so erhält man seine auf- 
einanderfolgenden sogenannten Näheru4g8brüohe 

USW. Jeder von diesen laßt sich wieder in die Form eines 
gewö]^üich<8i]i r^tipnal^ Braches zurückführen: 



(33) 



ÖC ,1 « Äi + 1 



« + 



1 OCi <^l 

1 ^ a(^i ^a + 1) + qP2 



usw. Schon hier sieht man Ausdrücke erscheinen, die durch 
Yergleichung mit den Koeffizienten der Formeln (19a), (19b) 
als Gaußache Klammem erkannt werden. In der Tat zeigt 
man leicht, daß der Kettenbruch 

\jXy (K^, 0C2, . . ., a,-i"l 
gleich dem Quotienten zweier 6ra«^^scher Klammem: 

(34) L^, ^1, ^2; "9 0Ci-i\= /^ \ T— x^ 

ist. Dies stimmt den Gleichungen (33) zufolge für Ketten- 
brüche mit zwei und mit drei Gliedern; wir wollen an- 
nehmren, es sei allgemeineF bereits für solche mit weniger 
als i Gliedern bewiesen. Da nun 

La, Äi , Ä2 , . . ., Ä,-il =oc + j- — -— ^ 
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und nach der gemachten Annahme 

ist, so ergibt sich 

]jX, OCif Äj, . . ., OCi-i\^ (K -f- 



d. h. nach dem allgemeinen Bildungsgesetze (26) für die 
Crai^^schen Klammem gleich 

\(Ky oc^, a^f ' ' *y ^f-i) 

und somit erhält man die Formel (34), deren allgemeine 
Gültigkeit auf solche Weise erwiesen ist. 

S. Dieser Nachweis und das BUdungsgesetz (25) der 
6^a«^^schen Klammem gibt nun einen einfachen Algo- 
rithmus an die Hand^ die sukzessiven Näherungs- 
brüche des Kettenbruchs (31) zu bilden. Man setze 
allgemein den tten Näherungsbruch 

(35) \jK, oc^, Äj 1 . . .^ a,-il = -^ y • 

indem man unter Zi, n^ ganze Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler versteht. Dann schreibe man die Reihe der Teil- 
nenner des Kettenbruchs (31) 

(36) 1 , (X f OCl f (X2 , . . ., OCi^l , . . ., Äy_l , (Xy y 

denen man die Glieder 1 und das Anfangsglied oc voran- 
stelle^ und unter sie die Brüche 

^ -^ ^ ^ fl. ^y+^ 

9 9 !••• 9 * * * 9 9 

^0 ^ ^2 ^' ^ Wy+l 

als deren beide ersten 

Zq ^1 01 ___ (X 

Wo "~ ' «1 "" 1 

gewählt werden (der Bruch — ist dabei rein in formalem Sinne 
zu nehmen^ da ihm kein Wert zukommt). A.l8da.nn findel 
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man einfach Zähler und Nenner des tten Näherungsbruches — 

nf 

vom zweiten an gerechnet, indem man den Zähler resp. Nenner 
des { — Iten Näherungsbruches mit dem Teilnenner (X»..i mul- 
tipliziert und dazu den Zahler resp. Nenner des t-2ten 
Näherungsbruches hinzufügt Denn die Yergleichung der 
Formeln (34) und (35) ergibt, da die Gauß sehen Klammem 
in^ der ersteren von ihnen wegen (30) teUerfremd sind, ebenso 
wie 0iy fii, die Gleichheiten 

also nach (25) 

fli ~ {(Kl , a „ . . . , a,-»} • (Ki-i + {O^l > ^2 ? • • • ? ^i-s} 

oder . 

I n, = «,-1 • n,^i + n^_2 . 

Nimmt man z. B. 

«=»1126, 6 = 253, 

also 

1126 =- 3 . 353 + 67 

353 = 5-67 + 18 

67 = 3 . 18 + 13 

18 = 1 . 13 + 5 

13 = 2-5 + 3 

5= 1-3 + 2 

3 = 1.2 + 1 



und 

(39) 


353 "LS. 5, 3, 1, 2, 


1, 1, 21, 


SO erhält 


man das Schema: 






1, 3, 5, 3, 1, 2, 


1, 1, 2 




1 3 4^2 % *4 *5 

0' 1' wj' «.'n,'«»' 


^« ^ *8 
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und aus obiger Regel 

;gf^ = 5.3 + l = 16 w, = 5. 1 + = 5 

^5 = 3. 16 + 3« 51 n5 = 3.5 + l = 16 

^^ = 1 . 51 + Iß ==, 67 n^ -? 1 . 16 -+ 5 ». 21 

1^5 = 2 . 67 + 51 =- 185 Wß = 2 . 21 + 16 = 68 

Ze = i' J85 + 67 = 252 »^ = 1 . 58 -}- 21 = 79 

Äy - 1 . 252 + 185 =- 437 W7 == 1 • 79 + 58 = 137 

;gr8 = 2 . 437 + 252 - 1126 n^ *= 2 • 137 + 79 = 353 . 

Die Reihe der NäheruDgsbrüohe für den Kettenbruch (39) 
ist daher die folgende: 

3^ 16 51 67 185 252 437 1126 
1 ' 5 ' 16 ' 21 ' 68 ' 79 ' 137 ' 353 ' 

deren letzter^ wie es sein mnä, mit dem Werte des ganzen 
Kettenbruehes überdnkommt 

9. Die bisher betrachteten Kettenbrüche bestanden stets 
aus einer endlichen Anzahl von Gliedeni. Bedeutet aber 

einer vorgeschriebenen Regel uobegrenzt fortgesetzt werden 
kann, so läßt sich dementsprechend auch ein Kettenbruch 

(40) fl = L^ , Äi , Ä2 , (Xgf «4 , . . .1 

aufstellen^ der aus einer unbegrenzten Menge von GUedern 
besteht. Da ein solcher, an einer beliebigen Stelle ab- 
gebrochen, wieder zu einem endlichen wird, so werden die 
Gesetze, die soeben für die Näherungsbrüche im letzteren 
Falle abgeleitet worden sind, auch für die Näherungsbrüche 
des unendlichen Kettenbruchs gelten. Aber es fragt sich, 
ob diesem ein bestimmter Sinn zukommt, demgemäß er als 
eine Zahlengröße angesehen werden darf. 

In dieser Hinsicht bemerke man, daß auf Grund der für 
6^au^sche Klammem erwiesenen Gleichung (30) zwischen den 
Zählern und Nennern zweier aufeinanderfolgenden Näherungs- 
brüche — ^, — die Beziehung 

(41) Zi . n,-_ 1 — n,- • 0i^ 1 « (— 1)' 
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besteht, ^U8 welche^ 4ie andere: 

(42) ^^f^^iulL 

bervcHTgefat. Da nim die Größen Zi^ n«- als Werte vo4 Qauß- 
Beben Klammem positive ganze Zablen sind, so bat die recbte 
Seite dieser Gleichung einen positiven oder n^ativen Wert, 
je nachdem i gerade oder i;ngerade ist Man scbliefit also, 
daß jeder Naherungsbruch gera^ier Ordnung größer ist fi\& der 
ihnj vorangehende Nabejungsbrucb ungerader OrdAung, Ver^ 
bindet man femer die Gleichung (42) mit der durch Ver- 
wandlung von i in i + 1 daraus b^*vorgehenden Gleichung 

durch Addition^ so findet man 

(43) ^i±L^^iz^^tl^(A L.), 

wo die Klammer zur Rechten einen positiven Wert hat^ da 
Zähler und Nenner der Näherungsbrücbe der Bildupg der 
6rau^schen Klammem oder den Formeln (38) zufolge offen- 
bar mit zunehmendem Index i fortwährend und zwar über 
jede Grenze hinaus wachsen. Ist also i ungerade, so ist der 
Unterschied (43) d^ beiden Näherungsbruche negativ, d. h. 
die Näherungsbrüche gerader Ordnung 

(44) A, A_ -^ A_ 



n^ n^ n^ n^ 

bilden eine unbegrenzte Seihe abnehmender rationaler 
Werte; für gerades i aber wird der unterschied (43) positiv 
sein, d. h. die Näherungsbrüche ungerader Ordnung 



^1 h h ^7 



(45) , , , , 

Wi W3 «5 W7 

bilden eine unbegrenzte Reihe wachsender rationaler Werte. 
Da zudem, wie gezeigt, die Glieder der letzteren Reihe stets 
kleiner sind, als die entsprechenden Glieder der erster en 
Reihe und ihr Unterschied gegen diese der Formel (42) zu- 
folge mit wachsendem i unendlich abnimmt, so sind die bei- 
den Reihen (44) und (45) zusammengenommen zwei gegen- 
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einander konvergierende Wertreihen*), die miteinander 
einen endlichen Grenzwert definieren. Dieser Grenzwert 
ist als der Wert des unendlichen Kettenbruchs Q zu 
betrachten. 

10« Im Vorstehenden liegt zugleich der Grund für die 

Bezeichnung der Brüche — als Näherungsbrüche des 

Kettenbruchs. In dem besonderen Falle, wo dieser nur ein 
endlicher ist, nähern sieb jene Bräche, diejenigen gerader 
Ordnung stets wachsend, diejenigen ungerader Ordnung stets 

abnehmend, dem Werte -j- des Kettenbruchs, bis der letzte 

von ihnen mit diesem Werte selber zusammenfällt. 

Man hat demnach für den Kettenbruch (31) die Gleichung 

ny+1 ~ 6 ' 

und da Zähler und Nenner sowohl des einen wie des andern 
dieser Brüche teilerfremde positive Zahlen sind^ jene nach 
der Definition, diese nach der Voraussetzung, müssen die 
Gleichungen besteben: 

Da aber nach der aUgemeinen Formel (41) 

0y + l 'fly — ISy' fly + l = (~1)*' + ^ 

ist, läßt sich audi schreiben 

a^fiy — b'^y = (— l)»'+i 
und hieraus findet sich sogleich eine Auflösung der Gleichung 

(46) ax — by = l 
in ganzen Zahlen, indem man 

(47) X = {-1Y+^ • n, , y = (-l)*'"^^ • ^r 

setzt. Man erhält also folgende einfache Regel, um eine 
Auflösung der Gleichung (46) zu ermitteln: 

Man entwickle den Bruch -j- in einen gewöhnlichen 

Kettenbrach und bilde für diesen seinen vorletzten Näherungs- 

*) Vgl. des Verf. Vorlesungen über die Natur der Irrational- 
zahlen, Leipzig, 1892, S. 7 ff. 
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bruoh; ist dieser -^ , so geben die Formeln (47) die gesuchte 
Losung. ^^ 

!ffierbei kann man sich immer so einrichten^ daß eine 
Losung in positiven Zahlen erreicht wird. Dies geschieht 
gewiß^ wenn v ungerade ist; wäre aber v gerade und daher 
die durch (47) gegebene Auflösung eine solche in negativen 
Zahlen; so läßt sich der Kettenbruch (31) so abändern^ daß 
die Anzahl seiner Teilnenner um eine Einheit kleiner oder 
großer wird, v also durch v — 1 oder v -\- 1 ersetzt wird; 
wenn dann die angegebene Regel auf diesen abgeänderten 
Kettenbruch angewendet wird^ so ergibt sich eine Auflosung 
in positiven Zahlen. In der Tat kann man im Kettenbruche 
(31) statt der zwei Glieder 

falls (Xy = l ist, ein einzelnes Glied (ä^-i + I), ist aber 
«v > 1 , die drei Glieder 

«y-l H — 

schreiben. 

liegt z. B. die Gleichung 

1126 «- 353 y = 1 

zu lösen vor, so bilde man den Kettenbruch (39), als dessen 
vorletzter Naherungsbruch 

&i 437 

n, ~ 137 

gefunden worden ist; daraus ei^ibt sich die Lösung 

a; = 137 , y =- 437 

in positiven ganzen Zahlen. Schriebe man dagegen den 
Kettenbruch (39) in der Gestalt 

L3, 5, 3, 1, 2, 1, 1, 1, n ; 

437 
so träten an Stelle der beiden letzten Näherungsbrüohe y^ , 

jetzt diese drei: 

437 689 1126 
137 ' 216 ' 353 
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und man erhielte eine Auflösung 

a; — — 216, y = — 689 

in negativen Zahlen. 

llTwir kehren Donmehr zu den linearen Transformationen 
von der Form 

(48) X =^ax'+ ßy% y « yx'+ öy' 

wieder zurück. Für unsere späteren Betrachtungen sind die- 
jenigen von ihnen von besonderef Wichtigkeit, welche nian 
unimodular nennt, bei welchen nSmlicb die ganzzahlig^ 
KpefBzpenten ^, )S, ^, (3 die Bedingung 

(49) (Kd-ßy^±\ 

erfüllen. Man sieht, daß bei diesen ^, y teilerfremd sein 
müssen; hat man aber für a, ^^ irgend ein Paar solcher 
Zahlen gewählt, so hat die Gleichung 

aa? — yy =\ 

unendlich viel fi:anzzahli&:e Auflösun&cen, die wir sämtlich den 
vorstehenden Betrachto^en gemäß finden können, und jede 
von ihnen: x = d, y = ß , liefert, mit passendem Vorzeichen 
genommen, eine der unimodularen Transformationen, deren 
Anzahl also ebenfalls unendlich groß ist. 

Setzt man das Verhältnis — der beiden Unbestimmten 

diesen Größen co, co' den Gleichungen (48) zufolge die Be- 

(50) CO = ^-— ^ , 

mittels deren statt der Größe co die Größe co' eingeführt 
oder diese an der ersteren Stelle gesetzt wird, und 6^e wir 
daher eine lineare Substitution nennen wollen. Setzt 
man nun ebenso , „ . ^, 

und tragt diesen Wert in die Formel (50) ein, so findet man 
leicht die Gleichung „ „ , „„ 

(^2) "^^ fW+d" ' 
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worin 

(53) 






ist; auch ei^bt sich aus diesen Werten von a", ß", y", ^" 
ohne Mühe die Beziehung 

(54) Ä"(J"- ^V= (^ ^ -/??)•(«'«'- /J'yO • 

Man erkennt solcherweise^ daß durch Zusammensetzung 
zweier linearen Substitutionen (50)^ (51)^ d. h.^ wenn man 
auf die erstere die andere folgen läßt^ wieder eine eben- 
solche Substitution (52) entsteht, was wir kurz ausdrücken, 
indem wit sagen: das Produkt zweier Linearsubstitntionen 
ist stets wieder eine solche. Man sagt auch statt dessen, die 
Gesaiäatheit aller Linearsubstitutionen bilde eine Gruppe. 
Dasselbe gilt aber auch, wenn wir aus der gesamten Menge 
aller Linearsubstitutionen nur diejenige^ ausscheiden ^ bei 
welchen die ganzzahligen Koeffizienten (x.^ ß , y y d ixe Be- 
dingung (49) erfüllen, nämlich für die Gesammelt aller uni- 
modularen Linearsubstitutionen: auch diese für sich 
bilden eine Gruppe. In der Tat, sifld (50), (51) irgend 
zwei von ihnen, also 

(Kd-ßy^±ly Ä'd'- ß'y' = ±1 , 

so ist auch ihr Produkt (52) eine von ihnen, da dann wegen 
(54) auch a", j8", y", ^" ganze Zahlen sind, welche die Be- 
dingung 

erfüllen. 

12. Alle diejenigen Substitutionen dieser engeren Gruppe, 
bei denen oc^y ß, y, d positive, der Bedingung ocd — ßy = 1 
genügende ganze Zahlen sind, lassen sich aus zwei fundamen- 
talen öder efrzeugenden Substitutionen züsatnünensetzeü. Um 
dies zu zeigen, unterscheiden wir diese unimodularen Sub- 
stitutionen (50) in zwei Kategorien, je nachdem in ihnen 
oc> ß oder (K <ß ist. Entwickeln wir im ersteren Falle 

den Bruch — in einen gewöhnlichen ^ettenbruch, welcher 

(ÖD) =L^> ^1? ^ f • • •> ^-il 

Y 
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sein möge^ so daß — ^ = — und genauer ;8fy = ä , »y = y sei; 

dabei dürfen wir einer Bemerkung in Nr. 10 zufolge v als 
eine gerade Zahl voraussetzen. Nach der Bildungsweise 
der Näherungsbrüche ergibt sich dann 

/Kß\ 15 3 3 3 /n ^vCO'+0y^i OC(o'+0y^i 

während nach (41) 

(57) an^-i — y0v-i = ^v^^-i — n^ey^x = (—1)»' = l 

gefunden wird. Vergleicht man aber diese Beziehung mit 
der vorausgesetzten Gleichung ocd — ßy = 1 und bedenkt, 
daß ebenso wie < ß <(x auch < Zy^i < jer^ d. L <<k 
ist, so schließt man, wie in Nr. 3 bemerkt worden ist, die 
Gleichheit 0y^i = ß und somit auch n^^i = d und solcher- 
weise aus (56), daß der Kettenbruch 

13 3 3 3 n ^Ö)'+ ß 

ausführlich geschrieben 

(58) ^ = ^ + |;+Jl 

^"^'••4-— 1 

ist. 

Im zweiten Falle entwickle man ^ in einen Kettenbruch 

o 

(59) -^ = |j">/^>/^> ...,/iy-il, 

in welchem i^ ungerade sei; dann ist 0y== ß, n^^^ d, also 

ß = /iy_i^y_i + ^y_2 , d = /iv.i»v_i + Wy_2 

und 

/? /^v-l^v-l + ^y-2 



i /iv_iny-i + ^y-2 



wenn also /a^-i ersetzt wird durch /i,,_i + o>', so ergibt sich 
der Kettenbruch 
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Die Veigleichung der Beziehung 

< 

mit der vorausgesetzten Gleichung ocd — ßy = 1 ergibt aber 
mit Beachtung der Ungleichheiten 

0<(K<ß, < Zy^i <Zy d. i < )8 

nach der schon vorher angezogenen Bemerkung in Nr. 3 die 
Gleichheit (K =« Zy^i und damit auch y = n^-i, mithin auch 
die folgende: 

OC(o'+ß 

oder ausführlich geschrieben: 
(61) «> = A* + f 1 



Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir nun mit T(p^ die Sub- 
stitution 

1 

und mit 8(z^ die Substitution 

welche beide der engeren Gruppe der unimodularen Sub- 
stitutionen angehören; die offenbar durch Ä-malige Aus- 
führung der zweiten entstehende Substitution 

bezeichnen wir als Ate Potenz von 8{z') durch 8^(z'), Hier- 
nach entsteht augenscheinlich Av_i H ; aus (o% wenn zuerst 

T(cüO ^^^ hierauf Av_i mal die Substitution S{z') angewandt 
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trif d, oder dntdh die ztisämnüiengesetzte Substitution 8^ ' ^ T{co '). 
NutL entsteht 

1 
ebenso wieder aus L^tA 7, wenn auf letztere Große zu- 

CÜ 

erst die Substitution T{0') , dann Ay _2 iQal die Substitution 8(0^) 
angewandt wird; jene Größe entsteht also aus co^ durch die 
zusammengesetzte Substitution 

8^^-^T.S^-^T{(o'). 

So fortfahrend erkennt man schließlich^ wenn o) dui^h den 
Kettenbruch (58) bestimmt wird^ daß co aus o)^ entsteht 
durch die zusammengesetzte Substitution 

(62a) 8^t> 8^1 T'S^^T... Ä^-i T((o') , 

wahrend, wenn für co die Kettenbruchentwicklung (61) gilt, 
CO aus o)' durch die Substitution 

(62b) 8f'T'8f'^T'8f'*T... 8f*^'^ {co') 

hervorgebrächt wird. Je nachdem also die lineare Sub- 
stitution 

xco'+ß 



CO = 



y co'+ d 



von der angegebenen Art 2Sur ersten oder zur zweiten der 
bezeichneten beiden Kategorien gehört, wird sie nach der 
Formel (62 a) oder (62 b) durch die beiden fundamentalen 
Substitutionen 8(0^, Tip') erzeugt. 

Bedenkt mto^ daß die linfearen Substitutionen (50) und 
die Transformationen (48) eindeutig ei<iander zugeordnet 
sind, und daß in dieser Weise den fundamentalen Sub- 
stitutionen T, 8 die beiden Transformationen 

(63a) x==y\ y^x' 

und 

(63 b) x^x'-^ry% y^y' 

resp. entsprechen, beachtet man fertier, daß durch Skisandmen- 
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Setzung der den Substitutionen (50), (51) entsprechenden 
Transformationen 

x= (Kx'+ ßy\ y = yx'+dy' 
x'= oc'x''+ ß'y'% y:= /x''+ d'y'' 

augenscheinlich die Transformation 

X = (k''x''+ ß"y'\ y = /'x'' + d'^y'' 

hervorgeht, welche der aus den Substitutionen (50), (51) zu- 
sammengesetzten Substitution (52) entspricht, so läßt sich 
das erhaltene Besultat auch folgendermaßen aussprechen: 

Jede Transformation (48), deren Koeffizienten positive, 
der Bedingung (xd-ßy=l genügende ganze Zahlen sind, 
kann aus den beiden fundamentalen Transformationen (63 a), 
(63 b) zusammengesetzt werden. 

13. Wenn eine Zahl co mit einer anderen Zahl o)' durch 
eine Gleichung (50) verbunden ist, in welcher die Koeffi- 
zienten (X, ßfy, d der Bedingung 

(64) (xd — ßy = ±l 

genügende ganze Zahlen sind, so wird co äquivalent mit co' 
genannt. Aus der Gleichung (50) ergibt sich aber umgekehrt 

y(o — (X 
wobei 

(65) (-(5).(-a)~^y = +l 

ist, also eine völlig entsprechende Beziehung zwischen o)' 
und cOf und somit ist dann auch o)^ äquivalent mit o). 
Wegen dieser Gegenseitigkeit der Beziehung werden zwei 
so verbundene Zahlen o), o)^ als zwei miteinander äqui- 
valente Zahlen bezeichnet. 

Hiemach erkennt man nun aus Nr. 11 sogleich die 
Tatsache, daß zwei Zahlen, welche derselben dritten Zahl 
äquivalent sind, es auch unter sich sein müssen. Denn, ist 
o>' äquivalent sowohl mit co als auch mit co'', so besteht, 
da dann auch co äquivalent ist mit (o% eine Beziehung (50) 
und ebenso auch eine Beziehung (51), in denen resp. 

ocd — ßy = ±l, oc'd'- ß'y'= ±1 

Bachmann, Gnmdlehren der neueren Zahlentheorie. 7 
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ist. Daraus folgt aber nach Nr. 11 die Beziehrmg (52) zu- 
gleich mit der Gleichung (54)^ der zufolge also 

sein wird; demnach sind auch (o,(o" einander äquivalent. 

Man unterscheidet eigentliche und uneigentliche 
Äquivalenz, je nachdem in der Bedingungsgleichung (64) das 
obere oder das untere Vorzeichen gUt. Da in der Glei- 
chung (65) dasselbe Vorzeichen gUt wie in (64), so ist die 
Äquivalenz von co mit (o' stets von gleicher Art, wie die- 
jenige von (d' mit o). Femer ersieht man aus der Glei- 
chung (54), daß die Äquivalenz der beiden Zahlen co , co^' die 
eigentliche oder uneigentliche sein wird, je nachdem die 
Äquivalenz zwischen (o\ (o und diejenige von o)', o)'' von 
gleicher oder von verschiedener Art sind. Insbesondere 
werden also zwei Zahlen (o,(o'\ welche ein und derselben 
dritten Zahl co^ eigentlich äquivalent sind, auch unter- 
einander eigentlich äquivalent sein. 

Denkt man sich nun sämtliche reellen, rationalen oder 
irrationalen Werte, so wird man auf Grund des eben Be- 
wiesenen ihre Gesamtheit in Klassen verteilen können, in- 
dem man immer in ein- und dieselbe Klasse alle untereinander 
äquivalenten Zahlen zusammenfaßt, so daß Zahlen ver- 
schiedener Klassen nicht äquivalent sein können. Spezieller 
noch lassen sich die Zahlen jener Gesamtheit dem zuletzt 
Bemerkten zufolge in engere Klassen von eigentlich 
äquivalenten Zahlen verteilen, wodurch dann offenbar die 
Menge der Klassen sich verdoppelt. 

Da zwei entgegengesetzte Zahlen co und (o'= — o> ein- 
ander stets (und zwar uneigentlich) äquivalent sind, indem 

—1 • o>'+ 
"^= 0. 0)^+1 

gesetzt werden kann, beschränken wir uns auf die Betrachtung 

positiver Zahlen. Hier erkennt man leicht, daß alle rationalen 

Zahlen dieser Art zu einer einzigen Klasse gehören. Sind 

. y f ' . . 
nämlich — , — zwei positive rationale Zahlen, die in redu- 

zierter Gestalt gedacht werden, so daß r, s und r% s' zwei 
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Paare teilerfremder Zahlen bedeuten, so lassen sich^ wie wir 
wissen, zwei ganze Zahlen a,b so bestimmen, daß 

wird: setzt man dann 

(K =^ar — s^ js ^ ß = —br + r'0 f y^as — s^u, 

6 = —65 + r'u y 

wo £f,u ganze Zahlen bezeichnen, so iBndet sich 
während 

ist und folglich durch passende Wahl der ganzen Zahlen 8 , u 
gleich ±1 gemacht werden kann. Dann eigibt sich aber 

r s '^ 



s r' 



und Ä 3 — /S y == +1, d. h. die Äquivalenz der Zahlen — , — , 

s s 

wie behauptet. Alle positiven rationalen Zahlen, und daher 
dem vorauf Bfjmerkten zufolge alle rationalen Zahlen über- 
haupt gehören also derselben Klasse an; zudem ist offenbar 
zugleich mit co^ auch jede durch (50) mit co' verbundene, d. h. 
ihr äquivalente Zahl co rational, in jener Klasse also auch 
nur die rationalen Zahlen enthalten. 

14. Bedeuten dagegen ö>, ö>' zwei positive^ aber ir- 
rationale Werte, so fragt es sich, woran man ihre Äquivalenz 
erkennen kann. In dieser Hinsicht gilt ein Satz, dessen 
wir später bedürfen werden, die Kettenbruchentwicklungen 
äquivalenter Zahlen betreffend. Auch positive Irrational- 
zdilen gestatten solche Entwicklungen, die sich von den- 
jenigen für rationale Zahlen nur darin unterscheiden^ daß sie 
unendlich sind. In der Tat, ist co eine positive Irrationelle, 
so kann man, unter oc die größte in ihr enthaltene ganze 
Zahl verstehend, 

(66) ö) = 1 . a + 61 

7* 
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setzen^ worin b^ positiv und kleiner als 1, aber irrational ist; 
desgleichen nun / ^ , . , 



(66) 



6i = 62 • ^2 + 63 
. 62 «63-.a3 + 64 



ganz in derselben Weise^ wie für rationale Zahlen^ nur daß 
die Reste 6^ ^ 6, ^ 63 , . . . sämtlich irrational ausfallen und des- 
halb der Prozeß niemals ein Ende nimmt. So findet sich 
dann für co eine unendlich fortlaufende Kettenbruch- 
entwicklung 

(67) CO =- La, Äi , Ä2, Ä8, oc^y. . .1 ; 

bricht man aber die Reihe der Gleichungen (66) an einer 
endlichen Stelle etwa mit der Gleichung ^ 

6,-1 = ocibi + bi+i 

ah, so nimmt jene unendliche Entwicklung die Gestalt eines 
endlichen Kettenbruchs an: 

(68) (0=^,^1, Ä2, ...,a,, ^-^ , 

in welchem jedoch der sogenannte Schlußnenner, d. i. der 
letzte Teilnenner =-^ keine positive ganze Zahl, sondern eine 
positive Irrationalzahl ist. 

Setzt man =— ^ = o),- , so ist, ausführlich geschrieben, 

und coi = ocß+i + —^ , also ä,4.i<o>,. Nun vermehrt man 

offenbar den Wert eines Kettenbruches, wenn man einen der 
Teilnenner ungerader Ordnung äi , äs , Ä5 , ... verringert, 
und vermindert ihn, wenn man im Gegenteil einen der Teil- 
nenner gerader Ordnung Äg , A4 , ... verringert. Hieraus 
folgt, daß o) zwischen den beiden endlichen Kettenbrüchen 

La , Äi , Ä2 , . . . , oci] und \jx\ ocif 0C2, . . ., (Xif ^i+i"l 
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d. h. zwischen den beiden aufeinanderfolgenden Näherungs- 

brüchen -^ und -^ enthalten bleibt, wie groß t auch ge- 

wählt werde; daher ist der durch den unendlichen Eettenbruch 
nach Nr. 9 definierte Grenzwert und die in jenen entwickelte 
Irrationelle o) notwendig identisch. 

Der Satz nun, um welchen es sich handelt, sagt fol- 
gendes aus: 

Damit zwei positive Irrationellen co, co^ einander äqui- 
valent sind, ist notwendig und hinreichend, daß ihre Ketten- 
bruchentwicklungen einen gemeinsamen Schlußnenner haben, 
d. h. daß jede derselben, von einer gewissen Stelle an ge- 
nommen, mit der anderen übereinstimme. 

Daß dieser Umstand hinreicht, ist leicht einzusehen, 
denn, wenn 

0> =L^, «1, «2, . . ., ÄA_i, ß"|. 
0>' = ljJ, ß^y ß^y '"} ßk^l} ßl 

ist, so finden sich, wenn die Näherungsbrüche des ersten 
Eettenbruchs mit — , diejenigen des zweiten mit — ^ bezeich- 
net werden, Gleichungen wie diese: 

während 

^äWä-1 — »Ä 8h-i =±1, 4wi_i — Wj;2li_i =±1 

ist, woraus zu schließen ist, daß cOfCo' beide mit Q und 
daher auch untereinander äquivalent sind. 

Der gleiche Umstand ist aber für die Äquivalenz von 
(OjO}' auch notwendig. Besteht nämlich eine Beziehung 

(69) CO = j-—^ 

mit (KÖ — ßy = + 1, und ist die Eettenbruchentwicklung für 
Q)% an irgend einer Stelle abgebrochen, diese: 

(o' = lß, ß^, ß2, . . ., )8*-l, ßj, 
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so daß Q den unendlichen Schlußteil 

ß ==» {ßi f ßk+l f ßk+2 > • . •! 

d. i. einen positiven Wert bedeutet; so darf man setzen 

"^ niQ + nW 
wodurch die Formel (69) in die andere 

^ ^ "^ (y^i + (Jni) Q + y 4_i + <Jni-i 

übergeht. Da nun 



»4-1 a 
ist; und mit unendlich wachsendem Index Je die Näherungs- 

brüche -^, -^ sich beide dem Grenzwerte des unend- 
»i-i »* 

liehen Eettenbruchs, d. i. dem Werte co^; unendlich annähern^ 
so nähert sich der zweite Faktor zur Bechten in voriger 
Gleichung dem Werte 1; während der erste positiv und 
^ größer als 1 bleibt. Für einen hinreichend großen Wert von 
U ist also 
m\ oc^k + ßnj 

ein positiver unechter Bruch, der, in den kleinsten positiven 

sich für ein gleichfalls hinreichend großes Je, das dem ersten 
gleich gewählt werden darf, 

(72) y^i + ^nj 

y^Li + dni-i 

als ein positiver unechter Bruch; dessen Ausdruck in den 

Q 

kleinsten positiven Zahlen -=r- sei. Der Index k kann über- 
dies (Nr. 10) so gewählt werden , daß in der Beziehung 
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dasselbe Vorzeichen gelte^ wie in der Gleichung (kö — ßy 
= +1. Da femer dann 

(73) - {(^^U + ßni^i){yisi+ dni) 

ist, so sind Zähler und Nenner in jedem der Brüche (71)^ 
(72) teilerfremd und man schließt demnach 

cc0k + ßni = €Ä, (X0i^i + ßni^i = eB 

ye'k + <5wi = e'C, yei^i + dni^i « e'D, 

wo €f e^ Einheiten bedeuten; aus (70) folgt also 

_^ ÄQ + B 
^^ €'' CQ + D' 

da aber co als positiv vorausgesetzt ist, müssen £ , e^ dieselbe 
Einheit bezeichnen und demnach wird 

ÄQ + B 
"^^ CQ + D' 

während Ä, B, C, D positive ganze Zahlen bedeuten, für 
welche die Bedingungen 

Ä>B, C>D 

und wegen (73) die Gleichung 

(74) AD-BC^l 

erfüllt sind. ^ 

Dies vorausgeschickt, denke man sich den Bruch -^ in 
einen gewöhnlichen Kettenbruch entwickelt: 

^ I 1 

^ = L« > ^1 ; «2 ) • • • ^ ^*-l I f 

nenne -j^ seinen vorletzten Näherungsbruch und wähle da- 

bei die Anzahl der Teilnenner so, daß in der Gleichung 

AG' --A'C^±\ 

das obere Vorzeichen gelte, was nach Nn 10 zu erreichen 
möglich ist. Da auch in dieser Gleichung AyCyA'yC 
positive ganze Zahlen sind, für welche 



104 ^^^ rationale Zahlenkörper. 

ist, erschließt man auf Grund der in Nr. 3 gemachten Be- 
merkung die Gleichheiten 

und der Kettenbruch 

wird mit 

ÄQ + Ä' ÄQ + B 

CQ+C " CQ + D 

d. h. mit (o identisch sein. Die beiden durch die Be- 
ziehung (69) und die BediuguDg ocd — ßy =±^1 verbundenen, 
d. h. einander äquivalenten Irrationellen co, w' haben also 
in der Tat, wie zu beweisen war, Kettenbruchentwicklungen 
mit demselben Schlußnenner Q. 



Fünftes Kapitel, 

Die qnadratiselien Formen. 

1. Die Aufgabe, die unbestimmte Gleichung ersten 
Grades 

aa? + 6y = m, 

in welcher m und a, h ganze Zahlen bedeuten, aufzulösen, 
ist schon nebst anderen Gleichungen derselben Art von Bio- 
phanf behandelt worden und heißt deshalb eine BiqphafUiQoh.e 
Gleichung und die Theorie dieser und ähnlicher Gleichungen 
Biophafdische Analysis. Nachdem aber das Problem für 
Gleichungen ersten Grades erledigt worden, war es natürlich, 
unbestimmte Gleichungen höheren, zunächst des zweiten 
Grades zu behandeln. Die allgemeine Aufgabe dieser Art 
ließ sich, solange nur zwei Unbestimmte ins Auge gefaßt 
wurden, auf die speziellere zurückführen, die Gleichung 

(1) ax^ + bxy + cy^ = m , 

wo m und a, b, c ganze Zahlen bedeuten, in ganzen Zahlen 
:r, ^ zu lösen, oder, wie man zu sagen pflegt, die Zahl m 
in der Form 

(2) f(x, y)^ax^ + hxy + cy^ 
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mittels ganzzahliger Werte der Unbestimmten Xy y darzu- 
stellen. Jeden Ausdruck dieser Art nennt man eine qua- 
dratische, insbesondere, da nur zwei Unbestimmte auf- 
treten, eine binäre quadratische Form. Schon waren 
über derartige Formen mancherlei einzelne Sätze gewonnen 
worden, als im 18. Jahrhundert Euler und neben ihm vor- 
nehmlich Lagrange und Legendre ihre Untersuchung ein- 
gehender annahmen und bedeutend förderten. Doch war 
es erst Gauß, welcher in seinen Disquis. arithmet. (1801) ihre 
Theorie von Grund aus in strenger Systematik und be- 
wundernswerter Vollständigkeit entwickelte. Seitdem ist man 
freilich in mehrfacher Hinsicht noch erheblich fortgeschritten. 
Das 6rat*^ sehe Gebäude der Lehre von den quadratischen 
Formen ruht wesentlich auf den algebraischen Eigen- 
Schäften ihres Ausdrucks. Neuerdings aber hat man nicht 
nur geometrische Deutungen desselben, wie deren 
eine schon von Gauß selbst angegeben worden, benutzt, tun 
die formell rechnerischen Oa/uß sehen Methoden durch an- 
schauliche zu ersetzen, sondern man hat auch den eigentlich 
arithmetischen Kern der Lehre zu erfassen und heraus- 
zuschälen gewujßt, indem man an die Stelle der quadratischen 
Formen den sogenaimten quadratischen Zahlenkörper ge- 
setzt und so eine Arithmetik geschaffen hat, die als eine 
der gewöhnlichen analoge, aber höhere Zahlentheorie zu be- 
trachten ist. Es ist unsere Absicht, die Lehre von den 
quadratischen Formen hier so darzustellen, daß dabei den 
angedeuteten verschiedenen Auffassungen zugleich gebührende 
Kechnung getragen werde und ein einheitliches Ganzes ent- 
stehe, das durch die so gewonnene vielseitige Beleuchtung 
möglichst klare und tiefe Einsicht in das Wesen der Lehre 
gewährt. 

2. Wir gehen aus von den Grundlagen der Gat*^ sehen 
Theorie. Deren sind wesentlich zwei. 

Erstens: der Ausdruck (2) läßt sich schreiben wie folgt: 

fi^y y) = (« ^ + 2" y) ^ + (2" ^ + ^y) y 

oder, wenn l ^ l 

ax + — y==X, —x + cy = Y 

gesetzt wird, 

(3) f{x,y)=^Xx + Yy. 
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Ebenso wird für andere Werte x', y' der ünbestunmten 

(4) f{x',y')^X.'x'^Y'y' 

sein, wenn , , 

aa;'+2-y'=X', -x'+cy'~Y' 

gesetzt wird. Hiemach findet man durch leichte Rechnung 

+ Yy) (X'a;'+ Y'y') - (Xa;'+ Yy') (X'x + F'y) 
= (X y - X' Y) '{xy'- x'y) 



{(Xx 
(5)r 

und 



(6) XY'-X'Y= (ac - ^) • {xy'--x'y) . 

Wird letzterer Ausdruck in die voraufgehende Gleichung 
eingesetzt und neben den Gleichungen (3) und (4) diese andere: 

Xx'+ Yf=^(ax + ^ y) x'+ {^^ + cy) y'= X'x + Ty 
beachtet; so ergibt sich nachstehende Formel: 



(7) 



A^>y)-A^'>yO = 



(a ^ + 2" y) ^' + ( 2" ^ + ^ ^) y\ 



2 



— -T-(p^ — 4iac)*(xy' — x'yY . 



Diese Identität ist eine der gedachten Grund- 
lagen. Man sieht hier eine aus den Koeffizienten a, b, c 
der quadratischen Form gebildete Zahl h^ — 4:ac erscheinen^ 
welche für die ganze Theorie derselben geradezu bestimmende 
Bedeutung hat und daher von Gauß als Determinante der 
Form bezeichnet worden ist*); wir nennen sie lieber ihre 
Diskriminante und setzen dafür kurz das Zeichen D , also: 

(8) D = 62-4ac, 

so daß die Grundformel (7) auch folgendermaßen geschrieben 
werden kann: 

. M-A^, y)f{x\y')--[{2ax + hy)x'+{lx + 2cy)y^^ 
^ ^ \ --D'{xy'-x'y)K 

*) In Wahrheit tritt dafür bei Gauß, welcher die quadra- 
tischen Formen in der Gestalt ax^ -\-2hxy -\- cy* behandelt; näm- 
lich den mittleren Koeffizienten stets als gerade voraussetzt , die 
Zahl h* — ac auf. 
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Gibt man in dieser Identität den Unbestimmten x'j y' 
einmal die Werte 1^ 0; ein zweites Mal die Werte 0, 1> so 
gehen daraus die Werte 

(10) /•(!, 0) = a , /-(O, 1) = c 
und die beiden Formehi 

(11) M « • /"(^ , y) = (2 a a; + 6 y)2 - JD y« 

^ ^ \ 4c./'(a;, y) = (6a: + 2cy)» — Da;2 

hervor. 

Die Bedeutung der Diskriminante zeigt sich nun so- 
gleich darin^ daß die quadratischen Formen von wesentlich 
anderer Beschaffenheit sind, je nachdem jene positiv, Null 
oder negativ ist. Ist 2>aaO, so zeigen die Formeln (11), 
daß die quadratische Form im Grunde das Quadrat einer 
Linearform ist, indem sie einem solchen gleich wird, wenn 
sie mit dem vierfachen ersten oder letzten Koeffizienten 
multipliziert wird. Aus diesem Grunde werden wir in der 
Folge von dem Falle einer verschwindenden Diskriminante 
absehen. 

Ist 2> negativ, so zeigen die Formeln (11), daß deren 
rechte Seiten für alle ganzzahligen (sogar für alle reellen) 
Werte der Unbestimmten, wenn sie nicht zugleich Null sind, 
einen positiven Wert, also die Form f{Xy y) das gleiche Vor- 
zeichen hat wie a und c, welche beiden Koeffizienten dann 
gleiches Vorzeichen haben müssen. Sind sie beide positiv, 
60 lassen sich durch die Form f{x, y) nur positive, sind sie 
beide negativ, nur negative Zahlen darstellen. Daher heißt 
dann die Form selbst resp. eine positive oder eine nega- 
tive und, beide Fälle vereinigt, eine bestimmte Form 
(forma definita). Es genügt, in der Folge nur positive Formen 
zu betrachten. 

Ist dagegen D positiv, so heißt die Form eine un- 
bestimmte (forma indefinita), weil alsdann Zahlen beiderlei 
Vorzeichens durch sie darstellbar sind. In der Tat, entweder 
sind beide Zahlen a, c gleich Null, also f(Xy y) = hxy y dann 
erhält die Form das gleiche oder das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie b, je nachdem x, y mit gleichem oder entgegen- 
gesetztem Vorzeichen gewählt werden; oder es ist etwa a 
nicht Null, dann wird <fie rechte Seite der ersten Formel (11) 
positiv, wenn y = gewählt wird, dagegen negativ, wenn 
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die ganzen Zahlen Xy y^ was stets möglich ist; so gewählt 
werden, daß 2ax -{-hy = wird. 

3. Bei solcher Bedeutsamkeit der Diskriminante wird 
es geboten sein, diejenigen Formen zusammenzuhalten, welche 
gleiche Diskriminante haben. Wir werden daher die Diskri- 
minante D als eine ein für allemal gegebene Zahl ansehen 
und die Betrachtung auf die Formen mit dieser Diskriminante 
D beschränken. Nicht jede Zahl aber kann Diskriminante 
einer quadratischen Form sein, denn, je nachdem i gerade 
oder imgerade, 6^ also ^ oder ^ 1 (mod. 4) ist, findet 
sich D = 6^ _- 4 a c ebenfalls ^ oder ^ 1 (mod. 4), es gibt 
also keine quadratische Form, deren Diskriminante ^ 2 oder 
^ 3 (mod. 4) wäre. Genügt jedoch D der Bedingung, kon- 
gruent oder 1 (mod. 4) zu sein, so gibt es unendlich viel 
Formen mit der Diskriminante JD; denn, wählt man für h 
irgend eine zugleich mit' D gerade resp. ungerade Zahl, so 

6* — JD 
ergibt sich b^ ^ D (mod. 4), also — j — als eine ganze Zahl, 

und jede Zerlegung derselben in zwei Faktoren a , c liefert 
eine quadratische Form ax^ -\-bxy + cy^ oder, wie wir bis- 
weilen abkürzend sagen wollen, eine Form (a, 6, c), deren 
Diskriminante 6^ — 4 a c = D ist. Um unsere Untersudiungen 
zu vereinfachen, wollen wir indessen die Diskriminante selbst 
möglichst einfach voraussetzen und uns auf soficenannte 
StLmdiskriminaBteD beschränken. Wir verstehen dar- 
unter entweder eine Diskriminante D ^ 1 (mod. 4), welche 
durch kein Quadrat teilbar ist, oder falls D ^ (mod. 4) 

ist, eine Diskriminante, für welche -j- durch kein Quadrat 

4 

au%eht, auch selbst keine Diskriminante mehr sein kann 
und somit (mod. 4) einen der Reste 2 oder 3 läßt. Be- 
zeichnet also d eine durch kein Quadrat teilbare Zahl, so 
ist entweder 

(12a) D = d und d = l (mod. 4) 

oder 

(12b) D = id und d = 2,3 (mod.4) 

vorauszusetzen. Bei solcher Voraussetzung können die drei 
Koeffizienten a, b^ c der Form keinen gemeinsamen Teiler 
haben; denn sonst erhielte, wenn D = b^-— 4:ac = d ist, d 
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einen quadratischen Teiler; wenn aber jD = 6* — 4ac = 4d, 
also 6 gerade, etwa 6 = 2/8 und ß^ — ac = d ist, erhielte 
wieder d einen quadratischen Teiler, falls ein gemeinsamer 
Primteiler von a, b, c auch ein solcher von a, ß, c ist, 
oder d würde ^1 (mod.4), falls er gleich 2, ß aber un- 
gerade ist — gegen die Voraussetzung. Quadratische Formen, 
deren Koeffizienten ohne gemeinsamen Teiler sind, werden 
primitiv genannt; die Beschränkung auf Stammdiskrimi- 
nanten beduigt also zugleich diejenige auf primitive Formen. 
4. Fragt man nun nach der Darstellbarkeit einer Zahl m 
durch die (primitive) Form (a, 6, c), so hat man zunächst 
zwischen Darstellungen zu unterscheiden, bei denen die dar- 
stellenden Zahlen, d. i. die Werte der Unbestimmten, durch 
welche die Gleichung (1) erfüllt wird, einen gemeinsamen 
Teiler haben, und solchen, bei denen sie teilerfremd sind. 
Wäre ocy y eine Darstellung von m, so daß die Gleichung 

(13) aa^ + ftay + cy^^«^ 

statthätte, und hätten a , y den größten gemeinsamen Teiler 
T > 1 , so daß Ä = ta', y = ry' und ä', y' teilerfremde 
Zahlen wären, so müßte offenbar m den quadratischen Teiler 
T^ haben, und wenn man mit diesem die Gleichung (13) 
dividierte, erhielte man 

(14) o<x'2 + &a'y'+C)''» = — , 

d. i eine Darstellung von — , bei welcher die darstellenden 

Zahlen oc% y' teilerfremd sind. Solche Darstellungen wollen 
wir kurz eigentliche Darstellungen nennen. Aus dem 
Gesagten ersieht man, daß die allgemeine Aufgabe, die Dar- 
stellungen einer Zahl durch eine quadratische Form zu er- 
mitteln, auf die bestimmtere zurückkommt, die eigentlichen 
Darstellungen einer Zahl zu finden; auf sie dürfen wir fortan 
unsere Betrachtung beschränken; die übrigen erhält man 
offenbar, wenn man für jeden quadratischen Teiler t^ jener 

Zahl m die eigentlichen Darstellungen oc% y^ von -j mit t 
multipliziert ^ 

Was aber die eigentlichen Darstellungen von m betrifft, 
so liefert darüber die Grundformel (9) sogleich einen funda- 
mentalen Satz. Bezeichnen oc , y eine eigentliche Darstellung 
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von m durch (a^bfC), so sind (x , y teilerfremd und daher 
können zwei Zahlen ^, (5 so gewählt werden, daß 

(15) ocd-ßy=l 

wird. Setzt man dann für x, y; x% y^ in (9) resp. ä, y; 
ßy dy QO ergibt sie die Beziehung: 

(16) 4.^f{(K,y)f{ß,d) = [{2a(x + hy)ß + {h(K + 2cy)dY-D. 

Hierin ist nach Voraussetzung 

(17a) f((Ky y) = aÄ* + 6Äy + cy^ = ^; 

setzt man femer 

(17b) I /'0S'^) = «i»' + M<5 + c<5'«w 

\(2aÄ + &y)/? + (6Ä + 2cy)(5 = r, 

so nimmt die Gleichung (16) die Form an 

(18) 4mw = r2-D 
und lehrt, daß 

(19) r2 = D (mod.4m), 

d. h. nach der in Kap. 3, Nr. 1 eingeführten Ausdrucksweise, ^ 
daß B quadratischer Eest sein muß von 4 m. Da in 
diesem Resultate von der Form (a, h, c), durch welche die 
Darstellung von m gedacht wird, nur ihre Diskriminante auf- 
tritt, 80 hal>en wir line notwendige Bedingung für die 
Darstellbarkeit der Zahl m nicht sowohl durch die be- 
sondere Form (a, 6, c), als vielmehr durch irgend eine 
Form mit der Diskriminante D gefunden. 

Ist diese notwendige Bedingung erfüllt, so folgt daraus 
zwar nicht die eigentliche Darstellbarkeit der Zahl m durch 
die besondere Form (a , 6 , c) mit der Diskriminante D , wohl 
aber, daß es unendlich viel Formen mit dieser Diskriminante 
gibt, durch welche m eigentlich dargestellt werden kann. In der 
Tat, ist D quadratischer Best von 4 m , so ist die Kongruenz 

(20) z^ = D (mod. 4 m) 

auflösbar und jeder Losung r derselben entspricht eine ganze 

r^ — D 

Zahl n = — j , also eine quadratische Form (w , r , n) 

= inx^ + rxy + ny^ mit der Diskriminante D und dem 
ersten Koeffizienten m, durch welche also m mittels der 
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teilerfremden Zahlen o; = 1 , y = , d. h. eigentlich dar- 
gestellt wird. Ist aber r eine Lösung der Kongruenz (20), 
so gibt es unendlich viel Zahlen ^ ^ r (mod. 4 m) , welche 
sie auch lösen und eine bestimmte Wurzel der Kongruenz 
bilden; die unendlich vielen, ihnen entsprechenden quadra- 
tischen Formen (w, ^, ^—z 1 mit der Diskriminante D 

und dem ersten Koeffizienten m mögen eine Schar von 
Parallelformen genannt werden. Hiemach wird es so 
viel Scharen von Parallelformen mit der Diskriminante D 
und dem ersten Koeffizienten m geben, durch welche mit- 
hin m eigentlich darstellbar ist, als die Kongruenz (20) ver- 
schiedene Wurzeln besitzt 

War nun m durch die besondere Form (a , & , c) mittels 
der Zahlen tx , y eigentlich darstellbar, so ergab diese Dar- 
stellung nach den Gleichungen (17) bis (19) eine bestimmte 
Lösung r der Kongruenz (20). Dabei waren /8, b eine be- 
sondere Lösung der Gleichung (15), aus welcher alle übrigen 
Lösungen derselben durch die Formeln 

gefunden werden, wenn z alle ganzzahligen Werte annimmt. 
Ersetzt man aber /}, ($ im Ausdrucke für r durch ß', d', 
so geht eine Gleichung 

Q = {2aoc + hy)ß'+{b(x + 2cy)d'=r + 2mz, 

d. L, wenn e gerade gedacht wird, die Kongruenz Q^r 
(mod. 4 m) hervor, und da auf solche Weise durch passende 
Wahl von z jede mit r (mod. 4m) kongruente Zahl q ent- 
steht, so entspricht also allen den bezeichneten Lösungen 
der Gleichung (15) eine bestimmte Wurzel der Kongruenz 
(20) oder eine bestinunte Schar von Parallelformen mit dem 
ersten Koeffizienten m . Man sagt hiemach, daß jede eigent- 
liche Darstellung von m durch eine Form mit der Diskri- 
minante D zu einer bestimmten Wurzel der Kon- 
gruenz (20) gehöre, und bezeichnet die Gesamtheit aller 
eigentlichen Darstellungen von m durch jene Form, welche 
etwa zu derselben Kongruenzwurzel gehören, als eine Dar- 
stellungsgruppe. 

5« Um diese Verhaltnisse klarer zu durchschauen, dient 
die zweite der in Nr. 2 gemeinten Grundlagen: die 
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Transformation einer quadratischen Form mittels einer Sub- 
stitution 

(21) x^(xx'-\- ßy', y=-rx'+ dy% 

deren Koeffizienten oc, ß, y, d ganze Zahlen sind. Wird 
diese in der Form 

(22) f(x, y) = ax^ + bxy + cy^ 
ausgeführt, so entsteht der Ausdruck 

a{(^x'+ßyy + h{ocx'+ßy'){yx'+dy') + c{yx'+dyy 
= {a(x^ + b(Ky + cy^)x'^ + {2a(xß + b{(Kd + ßy) + 2cyd)x'y' 

+ {aß^ + bßd + cd^)y'^, 
d. i die quadratische Form 

(23) fix', y") = a'x'^ + Vx'y' + c'y'^ , 
deren Koeffizienten durch die Gleichungen 

a' = a oc^ + b (X y + cy^ = f{(X , y) 

(24) < y^{2aoc + by)ß + {b(x + 2cy)d 

. c'=aß^ + bßd + cd^==f{ß, d) 

bestimmt sind. Durch die Transformation (21) geht also die 
quadratische Form f{x, y) in eine andere quadratische Form 
f.{^\ yO über. Ersetzt man aber x, y; x\ y^ in der Grund- 
formel (7) durch (Xy y; ß, d resp., so liefert sie bei Beach- 
tung der vorstehenden Gleichungen die Beziehung 

4a' c' - V^ = (4ac - b^) • {oc d - ßyY, 

d. h, wenn die Diskriminante. der neuen Form mit D' be- 
zeichnet wird, zwischen den Diskriminanten der ursprüng- 
lichen und der neuen Form die Beziehung 

(25) D' = D*{(xd-ßyy. 

Die Diskriminanten beider Formen werden also dann, 
aber auch nur dann einander gleich, wenn die ganzzahligen 
Koeffizienten der Transformationsgleichungen (21) die Be- 
dingung erfüllen 

(26) (xd'-ßy=^±l. 

In dieser Voraussetzung entsprechen aber auf Grund 
der Gleichungen (21) ganzzahligen Werten der Unbestimmten 
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x' y y' stets auch solche der Unbestimmten x^y^ und um- 
gekehrt, und da vermittels jener Gleichungen die Identität 
f{x,y) = f{x\y') besteht^ so ersieht man, daß die Ge- 
samtheit der Zahlen^ welche durch f{xy y) darstellbar sind, 
mit der Gesamtheit der durch f{x'f y^ darstellbaren Zahlen 
übereinstimmen muß. Dies gilt auch insbesondere für die 
Gesamtheit der durch die Formen eigentlich darstellbaren 
Zahlen, denn jeder gemeinsame Teiler von x\ y' ist den 
Gleichungen (21) zufolge auch ein solcher von a?, y, und 
nach den aus ihrer Auflosung folgenden Gleichungen 

(27) x'=^dx — ßy, y' = —yx + ocy 

auch umgekehrt, und somit müssen x\ y^ teilerfremd sein, 
wenn es x, y sind, und umgekehrt. Aus solchem Grunde 
nennen wir die Form f (x' , y') , wenn sie aus der Form 
f{x,y) durch eine unimodulare d. L der Bedingung (26) 
genügende Transformation (21) entsteht, äquivalent mit 
f{x, y). Da alsdann f{x\ y^ offenbar durch die au%elösten 
Gleichungen (21), d. i. durch die Transformation (27), deren 
Koeffizienten der mit (26) analogen Bedingung 

(28) 3.a-(-^(-y)=±l 

genügen, wieder in f{x, y) zurückverwandelt wird, ist dann 
f(Xf y) auch äquivalent mit f(x'f y^ und somit beide 
Formen einander äquivalent. 

Äquivalente Formen haben also gleiche Dis- 
kriminanten, ein Satz, der aber nicht umgekehrt werden 
darf, und stellen genau die gleichen Zahlen (eigent- 
lich) dar. Man unterscheidet eigentliche und uneigent- 
liche Äquivalenz, je nachdem in der Bedingungs- 
gleichung (26) für die Koeffizienten der Transformation das 
obere oder das untere Vorzeichen gilt. 

Hier besteht femer der Satz, daß zwei Formen, welche 
mit derselben dritten Form (eigentlich) äquivalent 
sind, es auch untereinander sind. In der Tat, ist 
f{x, y) äquivalent einerseits mit f{x% y% andererseits mit 
f^x'^y ^0> ^^d bezeichnen 

x^ocx' + ßy' , y = yx' + dy', (xd--ßy=±l 

und 

x^Xx'' + fjty'', y = vx'' + Qy'', Xq — /zv=^±1 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 8 
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die Transformationen, welche f(x, y) in jene Formen ver- 
wandeln^ so besteht auf Grund dieser Gleichungen die Identität 

f{x,y) = f'{x',y^ = r{x",y"), 

die Gleichungen (27), welche durch Auflösung der ersteren 
dieser Gleichungen entstehen, nehmen aber, wenn darin für 
X , y die letzteren Ausdrücke substituiert werden, die Gestalt 

x'^{dX--ßv)x'' + (dfjL^ßQ)y\ 

y' ^(—y X + (xv) x'' +{—y ^ + (X Q)y'' 

an und bezeichnen wegen f{x\ y') = f'{x'\ y'O eine Trans- 
formation der Form f{x\ y') in die Form f'{x"y y^'), deren 
Koeffizienten durch die Beziehung 

{dX — ßv){-'yfx-\' ocQ) — {d/x — ßQ){—yX + ocv) 

=={ocd-ßy){XQ^Iuv)=±l 

miteinander verbunden sind; die genannten zwei Formen 
sind also, wie behauptet, einander äquivalent. Zugleich ist 
diese Äquivalenz eine eigentliche, wenn die Äquivalenz von 
f{x, y) mit jeder der Formen f {x% y') , f'ix'^y'') von 
gleicher Art ist, entgegengesetztenfalls eine uneigentiiche. 

Auf Grund dieses Satzes können jetzt sämtliche Formen 
mit derselben Diskriminante D in Klassen eingeteilt werden, 
indem man alle untereinander (eigentlich) äquivalenten 
Formen je in eine Klasse zusammenfaßt, derart daß 
Formen, welche verschiedenen Klassen angehören, einander 
nicht (eigentlich) äquivalent sein können. Wählt man dann 
aus jeder Klasse nach Belieben eine Form aus und bezeich- 
net diese durch 

(29) fi{Xjy)y fAxyy), U{x,y),..., 

so sollen letztere Formen ein Repräsentanten System 
für die Erlassen (eigentlich) äquivalenter Formen oder kürzer 
für alle Formen mit der Diskriminante D genannt werden. 
6, Fragt man nun nach der Gesamtheit von Zahlen, 
welche überhaupt durch Formen mit der Diskriminante D 
(eigentlich) darstellbar sind, so. genügt es offenbar, diese Ge- 
samtheit für deren Repräsentanten (29) zu suchen, denn 
durch äquivalente Formen werden ja nur dieselben Zahlen 
(eigentlich) dargestellt. Fragen wir aber bestinmiter nach 
den etwa vorhandenen eigentlichen Darstellungen — nur 
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solche wollen wir berücksichtigen — einer gegebenen Zahl m 
durch eine gegebene Form /(a;, y)=^ax^ -\-}>xy -\- cy^, die 
als Repräsentant ihrer Klasse gewählt werden kann^ so ist zu- 
nächst erforderlich; daß D quadratischer Best von Am, d. h. 
daß die Kongruenz (20) auflösbar sei. Wäre dann oc , y eine 
eigentliche Darstellung von m durch die Form (a, h, c), so 
zeigt die Vergleich ung der daraus abgeleiteten Gleichungen 
(17 a) und (17 b) mit den Formeln (24) sogleich an, daß die 
Form (a, 6, c) durch die Substitution (21), deren Koeffizienten 
die Bedingung ocd — ßy = 1 erfüllen, in die Form 

/ r« — D\ 

(30) (m, r, n) = \m, r, ^^ j 

verwandelt würde und somit dieser Form, allgemeiner jeder 
der Formen Im, Q}^—7 )> in denen q^t (mod. 4m), 

d. h. der ganzen, der Kongruenzwurzel r, zu der die Dar- 
stellung gehört, entsprechenden Schar von Parallelformen 
äquivalent wäre, die deshalb sämtlich auch untereinander es 
wären. Bezeichnet man also mit r , r' , r'% . . . die sämt- 
lichen Wurzeln der Kongruenz (20) und wählt aus den ihnen 
entsprechenden Scharen von Parallelformen mit dem- ersten 
Koeffizienten m je eine aus: 



(31) 






€0 muß die Form f(x , y) , wenn m eigentlich durch sie dar- 
stellbar sein soll, einer (oder mehreren) von diesen eigent- 
lich äquivalent sein. Findet sie sich aber eigentlich äqui- 
valent etwa mit der Form 



('"''■'^^^4^)=^'"''''"^' 



d. h. läßt sich eine Substitution (21) mit der Bedingung 
a ö — /8 y = 1 ermitteln, durch welche sie in die letztere 
Form übergeht, so ergibt die erste der nach Nr. 5 hieraus 
folgenden Gleichungen 

8* 
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r ^ (2a(X + by) ß + {b (X + 2 cy) d 

n^aß^ + bßd + cd^ 

in der Tat eine eigentliche Darstellung oc, y der Zahl fn 
durch die Form (a, b, c), und die Vergleichung vor- 
stehender Gleichungen mit den obigen (17 a) und (17 b) läßt 
genauer erkennen, daß diese Darstellung zur Kongruenz- 
wurzel r gehört, der die Form {m, r, n) entspricht 

Auf solche Weise kommt die Aufgabe, eine eigentliche 
Darstellung der gegebenen Zahl m durch eine gegebene qua- 
dratische Form {a, b, c) zu finden, auf die andere Aufgabe 
zurück, über die eigentliche Äquivalenz zweier Formen zu 
entscheiden, eine Entscheidung, die bejahendenfalls die Er- 
mittlung einer Transformation der einen Form in die andere 
mit sich bringt Indem wir daher die weitere Aufgabe: die 
sämtlichen eigentlichen Darstellungen von m durch jene 
Form zu finden, auf eine spätere Stelle verschieben, stellen 
wir das Problem der Äquivalenz in den Vordergrund und 
wollen nun zunächst dies Problem von anderen Seiten be- 
leuchten. 

7. Das erste sei eine geometrische Deutung der 
quadratischen Formen und ihrer Äquivalenz. Dabei 
müssen wir Formen mit positiver Diskriminante von denen 
mit negativer trennen und beginnen mit der Erörterung der 
letzteren. 

Um die Form 

(32) fix, y) = ax^ + bxy + cy^ 

geometrisch zu interpretieren, bemerke man zunächst, daß 
wegen der Voraussetzung 

i) = 6«-4ac<0 

der Bruch — == reell und numerisch kleiner ist als 1, daß 
2/äc 

also ein Winkel q> angebbar ist, für welchen 

b 

(33) 008 07 = — == 

ist; da wir zudem nur positive Formen behandeln, sind a, c 
positiv, also auch /a , 'fc reell. Nun denke man sich (Fig. 3) 



Die quadratischen Formen. 117 

auf einer Geraden X'OX von aus nach beiden Seiten 

die Strecke OÄ = /ä beliebig oft aufgetragen, ziehe durch 
eine Grerade HOL unter dem Neigungswinkel 9? gegen 
die erstere Gerade und trage auf ihr von aus nach beiden 

Seiten die Strecke OC ^"fc beliebig oft auf und ziehe endlich 




Fig.a 



durch die Endpunkte der aufgetragenen Strecken Parallelen 
je zu der anderen Geraden. 80 wird die ganze Ebene in 
kongruente Parallelogramme zerlegt, deren jedes die Seiten 

/a, yö und zwischen ihnen den Winkel 99, also den Inhalt 



(34) 



'^a^'^c* smq) = — ^Aac — b^ = y—j— 



hat, während die Gitterpunkte, d. h. die Punkte, in 
denen die zwei Systeme von Parallelen sich durchkreuzen, 
diejenigen Punkte der Ebene sind, deren mit Bezug auf die 
Achsen X'OX, L'OL genommenen Koordinaten 



X 



Ya, t/'-j/c 



sind, wenn x, y ganzzahlig gedacht werden. Somit ist das 
Quadrat der Entfernung eines jeden Gitterpunktes vom 
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Anfangspunkte zufolge einer bekannten trigonometrisohen 
Formel gleich 

d. h. gleich dem Werte der quadratischen Form (a, 6, c) 
für diejenigen ganzzabligen Werte der Unbestimmten x, y , 
welche den Gitterpunkt charakterisieren. Der Gesamtheit 
der Gitterpunkte entspricht daher die Gesamtheit der durch 
ganzzahlige x , y aus der Form entstehenden Werte oder die 
Gesamtheit der durch sie darstellbaren Zahlen, so zwar, 
daß jedem Gitterpunkte eine bestimmte dieser Zahlen zu- 
geordnet ist, dieselbe Zahl m aber mehreren Gitterpunkten 
entsprechen kann, nämlich genau so vielen, als es ver- 
schiedene Darstellungen von m durch (a, h, c) gibt; es 
sind diejenigen, für welche das Quadrat des Abstandes 
von 

(35) ax^ + bxy + cy^ = m 

ist, die also auf dem Kreise gelegen sind mit als Mittel- 
punkt und /m als Radius. Hiemach dürfen wir das kon- 
struierte Gitter, welches wir, nur seine Gitterpunkte ins 
Auge fassend, wieder als Punktgitter bezeichnen, als 
geometrisches Bild der Form {a,b, c) betrachten, wenn 
deren Unbestimmte x, y ganzzahlig gedacht werden, oder 
können die Form durch das Punktgitter repräsentieren. 

Ziehen wir nun die Gerade Y'OT senkrecht zu X^OX und 
nehmen diese beiden Geraden zu Koordinatenachsen, auf die 
wir jetzt die Lage jedes Gitterpunkts P beziehen. Aus der 
Figur entnimmt man für diese rechtwinkligen Koordinaten 
die Werte 

X==OQ + QN= 0Q+ QP>cos(p=:xfä+ — i='yic' 

2yac 

2\ac 
oder 



(36) X=ia.x + ~r.y, Y==^Oß.y 

2ya 2ya 
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Formeln, aus denen für die Grundpunkte A^ C des Gitter» 



die Kcjibrdinaten Va , resp. 



y=^ 



hervorgehen, und 



2-fi' 2ya 

für das Quadrat der Entfernung OP sich in der Tat wieder 
der Wert 



(37) 



X^ + Y^ = {ia'X + 



2 



2iä 
ax^ + hxy + cy^ 



y - 



4a 



.y- 



ergibt. Wenn nun, wie üblich, unter i die Quadratwurzel 
aus —1 verstanden, also i^ ^ —1 gesetzt wird, so daß 

X2 + r^ = (X-iY) {X+iY) 

geschrieben werden kann, so lehrt die letzterhaltene Be- 
ziehung eine Zerlegung der quadratischen Form 
ax^ + bxy + cy^ in zwei komplexe Linearfaktoren: 



(38) 

WO 



(39) 



ax^ + bxy + cy^ == f • f ', 

S = X + iY=^y^.x+ ^~^ .y, 

2ya 



gedacht ist, eine Zerlegung, die auch unmittelbar aus der 
ersten der Formeln (11) zu entnehmen war. Diese Werte f , f' 
können ebensogut wie die ganzen Zahlen x , y zur Charakteri- 
sierung des Gitterpunkts benutzt werden und sollen deshalb 
zwei zueinander konjugierte Gitterzahlen genannt werden; 
werden sie gegeben: 

s^x + iY, r=x~tr, 

so liefern in der Tat ihre reellen Elemente X, Y die recht- 
winkUgen Koordinaten des Gitterpunktes, und so ist dieser 
Funkt in der von Gauß angegebenen Darstellungsweise 
komplexer Größen auch der geometrische Keprasentant der 
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komplexen Gitterzahl |^ die ihrerseits als der zum Gitter- 
pmikt gehörige Vektor bezeichnet werden kann*). 

Die quadratische Form ax^ + hxy + cy^ aber kann 
als der algebraische Ausdruck für die Gesamtheit der Gitter- 
zahlen aufgefaßt werden^ welche dem Punktgitter entsprechen. 

8. Gehen wir nunmehr zu Formen mit positiver Dis- 
kriminante über, so tritt uns auch hier eine Zerlegung der 
Form ax^ + bxy + €y^ in zwei Linearfaktoren entgegen^ 
die aber jetzt reell sind**). In der Tat läßt sich aus der 
ersten der Formeln (11) die Gleichung 

(40) ax^ + hxy + cy^^S'S" 

entnehmen^ wo wieder 

(41) f^y^-.^ + iplS^.y, r=yä.^+-^±^.y 

2ya 2ia 

gefunden wird. Wir setzen jetzt 

(42) X^i^.x + -^.p, T = ^-y, 

2 y a 2 ya 

so daß 

(43) i = x-r, r=x+r 

und 

(44) X^-Y^ = {X-Y){X + Y)^ax^ + lxy + cy^ 



*) Nach Qauß bedeutet die komplexe Größe a + 5 1 geo- 
metrisch den Punkt einer Ebene, welcher die rechtwinkligen 

Koordinaten a, h hat, oder, wenn i = V^ als eine der Einheit 
gleiche Strecke aufgefaßt wird, welche gegen die Achse der re- 
ellen Größen senkrecht gerichtet ist, die Summe der beiden Vek- 
toren ä und hiy d. h. den Vektor, welcher den Anfangspunkt mit 
dem Punkte a, h verbindet. Setzt man, q positiv denkend, 

a + & i = ^ (cosy + % sinv^) , 

so ist Q die Länge und \p die Richtung des letzteren, nämlich der 
Winkel, welchen dieser Vektor mit der Achse der reellen Größen 
einschließt. 

**) Wir setzen dabei a > voraus, was für unsere Zwecke 
keine Beschränkung ausmacht, da diese gestatten, eventuell die 
Form (a, &, c) durch eine andere ihr äquivalente mit positivem 
ersten Koeffizienten zu ersetzen; noch einfacher ist es, falls a < , 

im Texte unter "fä die Quadratwurzel aus dem Absolutwert von a 
zu verstehen. 
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wird, und fassen wieder X,Y als rechtwinklige Koordinaten 
eines Punktes auf. Auch hier können wir dann der Form 
ein genau wie vorher gebildetes Gitter entsprechen lassen. 
Den Werten a; = 1 , y = entspricht nach den Formeln (42) 

der Punkt A (Fig. 3) mit den Koordinaten X = V«, r= 
auf der Achse X'OX, den Werten a; = , y = 1 der Punkt C 

mit den Koordinaten X = -^ , Y = ^^ ; zieht man nun 

2ya 2yä 

die Gerade L'OCL und wiederholt mit den Strecken OA, 
OC auf den beiden Geraden X'OX, L'Oh die gleiche Kon- 
struktion^ wie vorher mit den Strecken yä , /c, so entsteht 
wieder ein aus lauter kongruenten Parallelogrammen be- 
stehendes Gitter, dessen elementares Parallelogramm als Pro- 
dukt aus Grundlinie und Höhe den Inhalt Va • ^ ,_ = 1/ — - 

2ya r 4 

hat und für welches die rechtwinkligen Koordinaten aller 
Gitterpunkte, wie man leicht erkennt, durch die Größen (42) 
ausgedruckt werden, wenn darin für x^y alle ganzzahligen 
Werte gesetzt werden. Die Gitterpunkte können, wie durch 
diese Koordinaten, so auch wieder durch die Werte f , |' 
charakterisiert werden, denen daher auch hier der Name 
Gitterzahlen beigelegt werden soll, deren geometrische Be- 
deutung aber zwar einfach, doch von der vorigen abweichend 
ist. Denkt man sich nämlich die Geraden, welche die 
Winkel der Koordinatenachsen halbieren, so lauten deren 
Gleichungen in laufenden Koordinaten Z7, F bekanntlich 

J7-F=0, tr + F=o, 

und der Abstand eines Punkts mit den bestimmten Ko- 

j^ Y X-^Y 

ordinaten X,F von ihnen betragt resp. — j=z — , — p — ; 

somit bezeichnen die Gitterzahlen f , |^ nichts anderes als 

die mit y2 multiplizierten Abstände des zugehörigen Gitter- 
punktes von jenen Halbierungslinien. Mit diesen Modifi- 
kationen hat man auch für positive Diskriminanten die 
quadratische Form als algebraischen Ausdruck für die 
Gesamtheit der Gitterzahlen zu betrachten, welche dem kon- 
struierten Punktgitter entsprechen, das seinerseits das geo- 
metrische Bild der Form genannt werden darf. 
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3 Da jetzt der GleichuDg ax^ + hxy + cy^ =m die 

l Gleichung x- r^ = . 



c5 






entspricht, so liegen alle Gitterpunkte, welche den samt- 
-^ liehen Darstellungen der Zahl m durch die quadratische 
"^' Form zugehören, auf einer gleichseitigen Hyperbel mit O 
als Mittelpunkt und den/ Koordinatenachsen]a ls Asymptoten. 
Hier müssen wir einer besonderen geometrischen Vorstellungs- 
weise Erwähnung tun. Gewöhnlich versteht man unter dem 
Abstände eines Punktes der Ebene vom Anfangspunkte 
den Radius des um beschriebenen Kreises, auf welchem 
der Punkt liegt, oder betrachtet die um beschriebenen 
Kreise 

(45) X2 + r2 = r2 

als Linien gleichen Abstandes von 0. Laßt man nun 
jedem solchen Kreise die gleichseitige Hyperbel 

(46) X2 - r« = r^ 

entsprechen, so kann man die ganze Ebene ebensogut durch 
die Gesamtheit der Kreise wie durch die der Hyperbeln er- 
füllt denken oder sie im zweiten Falle als eine Abbildung 
der ursprünglichen Ebene auffassen, bei welcher jede Hy- 
perbel das Bild der zugeordneten Kreislinie ist; man kann 
gewissermaßen die ursprüngliche Ebene so in sich um- 
geändert oder verzerrt, ihre Maßverhältnisse verwandelt 
denken, daß jeder Kreis in die ihm zugeordnete Hyperbel 
übergeht und demnach nun die Hyperbeln an die Stelle der 
Ijinien gleichen Abstandes von treten oder als solche auf- 
gefaßt werden dürfen. Diese in der neueren Geometrie viel- 
fach übliche geometrische Maßvorstellung wollen wir als eine 
solche bezeichnen, bei welcher die Teile der Ebene nach 
hyperbolischem Maße gemessen werden. 

Während wir nun im Falle einer negativen Diskrimi- 
nante das Punktgitter, welches die quadratische Form re- 
präsentiert, in gewöhnlicher Maßbestimmung auffassen, wollen 
wir dies im Falle einer positiven Diskriminante in hyper- 
bolischer Maßbestimmung tun. Dann erhellt aus der Glei- 
chung (44), daß auch in diesem Falle die quadratische Form 
ax^ + bxy + cy^ das Quadrat des (hyperbolischen) Abstandes 
eines Gitterpunktes vom Koordinatenanfange bezeichnet 
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9. Dies vorausgeschickt, betrachten wir nun eine zweite 
Form 

(47) r« yO = a'ic^« + h'x'y'+ c'y'^ 
mit der Diskriminante D^ in welche die Form 

(48) f(x, y) = ax'^ + hxy + cy^ 
durch eine ganzzahlige Transformation 

(49) x^oix'+ßy% y==yx'+dy' 
verwandelt wird, so daß nachstehende Gleichungen 

|a'= aoc^ + b(xy + cy^ 
y^ (2a(x + by)ß + (b(x + 2cy)d 
c'^aß^ + bßd + cd^ 
statthaben. 

Infolge der Transformationsgleichungen (49) besteht die 
Beziehung 

(51) ax^ + bxy + cy« = a'x'^ + b'x'y'+ c'y'^ 

auch dann, wenn Xy y bzw. x\ y' ganz beliebige Werte be- 
deuten. Nun verschwindet die linke Seite dieser Gleichung, 

X 

wenn für das Verhältnis — eine Wurzel o) der Gleichung 

(52) az^ + b0 + c^Oy 
d. i. einer der beiden Werte 

,f,ox -b + JD -b^JD 

(^^^ ^^= 2a ^ ^^= 2a 

x' 
gesetzt wird; ebenso die rechte Seite, wenn für -7 eine 

Wurzel der Gleichung ^ 

(54) a'z'^ + VB'+c'=^Qy 
d. L einer der zwei Werte 

(55) o>i 2^^- , <oi = —2^7— 

x' 
gesetzt wird. Da aber einem Werte von -7, welcher die 

rechte Seite der Gleichung (51) zu Null macht, notwendig 
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ein solcher von — entspricht^ für welchen die linke Seite 

verschwindet, und da zwischen diesen Verhältnissen wegen (49) 
die Gleichung 

y yx'+dy' yX + ^J 
besteht, so muß auch die folgende stattfinden: 

yco-f-ö 

wenn unter co ein beliebiger der "Werte (53), unter cd' aber 
ein passender der Werte (55) verstanden wird. Man sieht 
leicht ein, daß sich hierbei die Wurzeln mit gleichem oder 
diejenigen mit entgegengesetztem Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel entsprechen, je nachdem ocd — ßy positiv oder ne- 
gativ ist. Aus (56) folgt nämlich 

(57) o) = — : 

yco — (X 

setzt man nun hierin co = ^r — - — , wo « = 4^1 gedacht 

ist, so folgt 

db + 2aß'-€dVD 

(O = 

—yb — 2a(x + eyyD 

oder, wenn Zähler und Nenner mit —yh — 2a(x — ey'}pD 
multipliziert wird, 

_ —2a[{2a(x + by)ß + (b(x + 2cy)d — {(xd'-ßy)€^D] 

{2a(x + byy — Dy^ 

_ -[{2a(x + by)ß + (b(K + 2cy)d — {(Kd'-ßy)€yD] 

2{a(x^ + b(xy + cy^) ' 

d. i. mit Bücksicht auf (50) und (25) 

, -V+(<xd-ßY)e^B -y±eYD' 
^^^> "»= 2P = 2^' ' 

je nachdem ocd — ßy positiv oder negativ ist 



O) 
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Denkt man sich hiernach in der Gleichung (51) die qua- 
dratischen Formen in die beiden Faktoren zerlegt, die wir 
als ihre Gitterzahlen bezeichnet haben, indem man schreibt: 

so muß, wena otd — ßy>(i ist, 

\a -x -\ ^ « = Q'Xya'XA 7^--V 

yi?..-+»3^.,-=.-..(y5.«+ü:^.,), 

2ya \ 2ya / 

wenn aber «^ — ^y < ist, 

2ya' \ 2fa I 

sein, wo q ein Proportionalitätsfaktor ist; je nach diesen 
beiden Fällen gehen also, vom letzteren abgesehen, die Fak- 
toren der einen Fonn in die gleichnamigen resp. in die un- 
gleichnamigen Faktoren der anderen Form über. 

10. Bei der geometrischen Deutung dieser Resultate 
dürfen wir von dem Proportionalitätsfaktor absehen, da er 
nur den Mafistab der Figuren beeinflufit, ohne deren Ähn- 
lichkeit aufzuheben. Dann entspricht also, je nachdem 
«<J — - /8y > oder < ist, die Gitterzahl 

der Form f dem ersten oder zweiten der folgenden Aus- 
drücke: 
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(59 a) 



(59 b) 



r- , b — iD r- . * \ > 

' 2-ß " \ 2/^7 

*^ 2/^ ^ V 2/^7 

\ 2ya / 2ya 



« 

Man denke sich nun die Punkte A'^ C mit den auf 
die Achsen OX, OY bezogenen rechtwinkligen Koordinaten 

^ 2/^ 2ya ^ 

2/ä 2yä 

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem D > 
oder <0 ist, und die Punkte A" ^ C mit den Koordinaten: 

A„ r- . ^ y+D 

2/ä 2/ä 

C?-:/ä.;8 + -^-3, -- ^-^^ 

2/ä 2/ä 

welche letzteren Punkte die Spiegelbilder der ersteren gegen 
die Achse OX sind. Verbindet man mit A' und mit C 
und bildet aus OA' und OC in gleicher Weise wie früher 
aus OA und OG ein Gitter, so werden offenbar die recht- 
winkligen Koordinaten seiner Gitterpunkte die folgenden sein: 



(60 a) 
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Werden ebenso J.", G" als Grundpunkte eines Gitters 
angesehen^ so werden die Koordinaten seiner Gitterpunkte 
diese sein: 



(60b) 




Nach der ersten der FormeLi (50) ist aber j/öP die — 
je nachdem D < oder > ist, in gewöhnKcher oder hyper- 
bolischer Maßbestimmung gedachte — Entfernung OA' oder 
0A'\ Man ersieht hieraus, daß, entsprechend den beiden 
Fällen (59a), (59b), d. h. je nachdem (x.d — ßy>0 oder <0 
ist, das erste resp. zweite der soeben gebildeten Gitter das- 
jenige der Form /' ist, wenn dies von der Achse OA' bzw. 
OA^' aus ebenso konstruiert wird, wie das Gitter der Form f 
von der Achse OA aus konstruiert worden ist. In der Tat: 
die Gitterzahlen seiner Grundpunkte entsprechen den An- 
nahmen ic' = 1 , y' = resp. x'= 0, y ^ = 1 , denmach fallen 
nach (60 a) bzw. (60b) die Grundpunkte mit A% C bzw. 
mit A^% C zusammen. Nun sind die Grundpunkte A' j C 
des ersten jener Gitter und denmach auch seine sämtlichen 
Gitterpunkte zugleich auch Gitterpunkte des zur Form / 
gehörigen Gitters oder, kürzer gesagt, das gesamte erst- 
genannte Gitter ist dem letzteren eingelagert, d. h. ein Teil 
desselben. Demnach ist zu schließen: 

Geht die Form f durch eine Transformation (49), deren 
Determinante (xd — ßy positiv ist, in die Form f über, so 
läßt sich das Gitter der neuen Form demjenigen der ur- 
sprünglichen einlagern. Sein Elementarparallelogramm, wel- 

Seiten 0A% 0C\ dessen durch die Koordinaten der Punkte 
A^y O' ausgedrückter Inhalt in der Tat gleich dem Absolut- 
werte von 

\ 2/« / 2fä \ 2/Ö / 2fä 



1 
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'+D' 



~ gefunden wird. 

Da dasjenige des zu / gehörigen Gitters gleich 1/^=^ ist, 

so besteht zwischen den Inhalten Ij I' beider Elementar- 
parallelogramme die Beziehung 

r=(a<J-/?y).J, 

und sie werden also dann und nur dann einander gleich 
sein, wenn ad — )8y = l,d. h. wenn die Formen /*, f einander 
(eigentlich) äquivalent sind. 

Da aber in diesem Falle f{Xy y) aus /' (a;', y') durch 
eine ganzzahlige Transformation von ganz derselben Art 
entsteht, wie f {x\ y') aus f{Xy y), so muß auch das Punkt- 
gitter der ersteren Form ein Teil desjenigen der zweiten 
sein, mithin beide Punktgitter sich decken, wobei der Punkt 
x\ y' des neuen Gitters mit dem durch die Gleichungen (49) 
bestimmten Punkte Xj y des ursprünglichen identisch ist. 

Wenn die Determinante ocd — ßy der Transformation (49), 
statt positiv zu sein, negativ ist, so ist das Gitter, welches 
zur neuen Form /*' gehört, das Spiegelbild des eben be- 
sprochenen gegen die Achse OX. 

Für den Fall äquivalenter Formen entnehmen wir diesen 
Auseinandersetzungen den Satz: 

Zwei äquivalenten Formen entspricht als geo- 
metrisches Bild das nämliche Punktgitter. Bei 
eigentlicher Äquivalenz deckt sich das Gitter der einen 
beider Formen vollständig mit demjenigen der andern, nur 
daß es auf andere Weise in Elementarparallelognunme der- 
selben Größe wie das des letzteren angeordnet erscheint 
Somit darf dann dies Gitter als geometrisches Bild nicht 
nur der einzelnen Form f(x, y)y sondern auch als das- 
jenige der ganzen Klasse eigentlich äquivalenter 
Formen angesehen werden, welcher die Form f{Xy y) an- 
gehört Bei uneigentlicher Äquivalenz der Formen ist 
dagegen das eine der Gitter das an OX gespiegelte Bild 
des vorigen, oder gleich diesem, aber so gesehen, wie es von 
der Bückseite der Ebene aus erscheint 

11. Ist z. B. f die Form f mit entgegengesetztem 
mittleren Koeffizienten, zwei Formen, die wir nach Qauß 
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einander entgegengesetzt nennen, so geht f in. f über 
durch die Transformation 



x=^x 



y — y'y 

die beiden Formen sind also einander uneigentlich äquivalent. 
Aus dem Gitter der ersten findet man das der andern, wenn 
man bedenkt, daß dessen Grundpunkte nach (36), (42) resp. die 



Koordinaten yä, 0; 



6 +y+J) 



haben, also (s. Fig. 4) 



2fä ' ifä 

der Punkt A und der zu G gegen OX symmetrisch liegende 
Punkt C?! sind; mithin ist AOC^^ D^ das Elementarparallelo- 




Fig. 4. 

gramm des neuen Gitters, d. i. dasjenige des ursprünglichen, 
aber so gesehen, wie es von der Rückseite der Ebene aus 
erscheint. 

Bedeutet nun allgemeiner fipdj yO irgend* eine der Form 

A^> y) = <^^^ + ^ocy + cy^ 

uneigentlich äquivalente Form und (49) die Transformation, 
durch welche sie aus f(Xy y) entsteht, so kann man die 
letztere durch die Folge zweier Transformationen: 

X =^(xx''-ßy'', y = yx''— dy'' 

x''=x\ y'' = -y' 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 9 
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hervorbringeD; für deren erste die Determinante 

oc{-d)-i-ß)Y = +l, 

für deren zweite sie —1 ist; nennt man f'(x''j y'O ^i® 
Form, in welche f(x^ y) durch die erste übergeht, so muß 
f"^'\ y'^ durch die zweite sich in f{x\ y^ verwandeln und 
somit der letzteren Form entgegengesetzt sein, andererseits 
ist sie mit f(Xy y) eigentlich äquivalent. Ist demnach /*(^, y) 
mit einer Form uneigentlich äquivalent, so ist sie es eigent- 
lich mit der zur letztem entgegengesetzten Form, und offen- 
bar auch umgekehrt. Da hiernach die Frage jiach der 
uneigentlichen Äquivalenz zweier Formen auf die nach der 
eigentlichen Äquivalenz zweier anderen zurückkommt, dürfen 
und wollen wir fortan, wenn nicht ausdrücklich das Gegen- 
teil gesagt wird, die Untersuchung auf eigentliche Äquivalenz 
beschränken. 

12. Zum Schluß dieser Betrachtungen heben wir unter 
allen Formen mit der Diskriminante D eine besonders aus- 
gezeichnete hervor. Sie hat verschiedene Gestalt, je nach- 
dem die Diskriminante 

B=d=\ (mod. 4) 
oder 

2) = 4d=0 (mod. 4) 

ist. Im ersten Falle ist — j — eine ganze Zahl und die 
Form 

(61) x^ + xy + ^^^^.y^ 

eine solche mit der Diskriminante 1 — 4 • — : — = d = D . 

4 

Andernfalls hat die Form 

(62) x^ — dy^ 

die Diskriminante 4d = D. Diese Formen sollen je die 
Hauptform mit der Diskriminante D, und die Klasse 
äquivalenter Formen, der sie angehört, die Hauptklasse 
heißen. Für das Gitter der ersteren haben die Grundpunkte 

die Koordinaten 1, resp. ^ , -'-^^ — ; da somit der Punkt C 
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senkrecht über die Mitte M von OA (Fig. 5) zu stehen 
kommt^ so sind die Dreiecke OMC und AMC kongruent 




Fig. ß. 



und das Parallelogramm OCACi, das an Inhalt dem 
Eiementarparallelogramm CDA gleichkommt, ist ein Bhom- 



^ 



I> 



^ 



4 



'X 



Fig. 6. 



bus. Daher läßt sich das Gitter jetzt in lauter kongruente 
Bhomben zerlegen und ist dann mit dem von der Bückseite 
der Ebene gesehenen, ebenso zerlegten Gitter der entgegen- 
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gesetzten Form identisch. Das Gleiche ereignet sich offen- 
bar allgemeiner stets dann, wenn in der quadratischen Form 
{a, i, c) der mittlere Koeffizient b dem ersten a gleich ist, 
denn dann haben die Grandpunkte A, C die Koordinaten 

y^i 0; ^yä, '^ resp. und C steht wieder über der Mitte 

2ya 

von OA. 

Im zweiten Falle haben die Grundpunkte für das Gitter 

der Hauptform (62) die Koordinaten 1, 0; 0,'}/ + d resp., der 
Punkt Ö fällt mithin auf die F-Achse und das Elementar- 
parallelogramm wird ein Rechteck (Fig. 6). Das Gitter be- 
steht also in diesem Falle aus lauter kongruenten Recht- 
ecken, und so bietet das Gitter der entgegengesetzten Form, 
welche jetzt mit der ursprünglichen identisch ist, von der 
Rückseite der Ebene gesehen wieder den gleichen Anblick. 
Was endlich die Gitterzahlen der Hauptform betrifft, 
80 sind sie für die Hauptform (61) die folgenden: 

(61a) | = a?H Y~'yy f =^H 2~-^^ 

für die Hauptform (62) dagegen diese: 

(62a) i^x-yfd, k'^x^yfd, 

ein Ergebnis, auf dessen Bedeutung wir später zurück- 
kommen werden. 

13. Die in Nr. 10 angestellte Erwägung hat zu einem 
Gesichtspunkte geführt, das Problem der Äquivalenz zweier 
Formen wieder von einer neuen Seite zu betrachten. Aus 
der eigentlichen Äquivalenz der Formen (a, 6, c) und 
(a', h'j c') schlössen wir die Beziehung 

(03) o) = ^-— 5" 

zwischen den gleichnamigen Wurzeln der Formen unter 
Geltung der Gleichung oc d — ß y = 1 , d. h. nach früherer 
Ausdrucks weise die eigentliche Äquivalenz der Zahlen a>,a>'. 
Es läßt sich aber auch umgekehrt aus der letzteren die 
erstere Äquivalenz folgern, wenn die Formen als solche mit 
derselben Diskriminante gedacht werden. In der Tat, setzt 



» 1 
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man, indem man 'fS mit beliebigem, aber beidemal gleichem 
Vorzeichen genommen denkt^ in (63) 

ein, so nimmt die Formel die Gestalt 

-6 + ]^ 2a'ß-b'» + (xYD 
2o ~ 2 o'd - 6'y + y y^ 

an, die, wenn rechts mit 2a'd — b'y — yVD erweitert wird, 
nach einfacher Bechnung in die folgende: 

-b + yn {2a'ß-b'a)d + {-b'ß+2c'a)Y + YD 



(65) 



2 a 2 (a'd« — b'yd + c'y*) 



übei^ht. Aus dieser aber erschließt man durch Vergleichung 
des Rationalen bzw. des Irrationalen auf beiden Seiten 

(66 a) o = oM« -b'yd + c'y» = f'{d, —y) , 

(66b) b= -{2a'd-b'y)ß-{-ift'6-2c'y)& 

und mit Bücksicht auf die aus der Grrundformel (9) hervor- 
gehen^e Gleichung 

,«,, f 4.r(<j,-y)r(-/?,«) 

(b7) 



{ = 



[- {2a' d - by)ß + {b'd -2c' y) (x^ - D 

die Gleichheit 

4ta*r{-ß, öc) = 6« - D = 4ac 
also 

(66 c) c^r{-ß,oc) = a'ß^ -Vß<K + c'a« . 

Die so für a^by c erhaltenen Ausdrücke zeigen^ dafi die 
Form [a, b, c) aus der Form {a\ b\ (f) mittels der Trans- 
formation 

x'=dx — ßy, y'= —yoo + ocy 

hervoi^eht^ deren Koeffizienten die Bedingung erfüllen 

S.a-{-ß){-y)=l, 

d. h. daß beide Formen eigentlich äquivalent sind. 

Die eigentliche Äquivalenz zweier Formen 
gleicher Diskriminante ist demnach identisch mit 
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der eigentlichen Äquivalenz ihrer gleichnamigen 
"Wurzeln. Somit darf die Frage nach jener durch die Frage 
nach der letzteren ersetzt werden, und wir wollen in der 
Tat dementsprechend verfahren. 

Indem wir für die Zahl D die Voraussetzungen fest- 
halten, die ihr als einer Stammdiskriminante zukommen, be- 
trachten wir die Gesamtheit Q aller Zahlen von der 

Form , rT=r- 

-6 + fD 

2a 

worin a, h ganze Zahlen und h^^D (mod. 4 a) ist. Sie 
ist zugleich die Gesamtheit der ersten Wurzeln aÜer (primi- 
tiven) quadratischen Formen mit der Diskriminante D; in 
der Tat gehören diese samtlich ihr an, andererseits ist jede 

Zahl ö> = — - — der gedachten Art die Wurzel der 

Gleichung ^« (2a«, + 6)* = D, 
welcher die Gestalt 

4a2a>2 + 4a6a) + 62 — D = o 

oder, da nach den Voraussetzungen, unter c eine ganze Zahl 
verstanden, 6* — D = 4 a c gesetzt werden darf, die Gestalt 

gegeben werden kann, während a, 6, c (s. Ende von Nr. 3) 
ohne gemeinsamen Teiler sind, also ist co die erste Wurzel 
der (primitiven) quadratischen Form (a, 6, c) mit der Dis- 
kriminante D. Dem Gesagten zufolge wird also die Ein- 
teilung dieser Formen in Klassen äquivalenter Formen mit 
der l^teilung der Zahlen der Gesamtheit Q in Klassen 
äquivalenter Zahlen vollständig sich decken. 

14. Um diese nun zu leisten, muß man verschieden 
verfahren im Falle einer negativen und im Falle einer posi- 
tiven Diskriminante. 

Wir setzen zuerst J)<0 voraus. Da es sich in 
diesem Falle nur um positive Formen handelt, ist der Nenner 



der Zahl o) = ^j"^^ 



positiv, die Zahl 
^ a 

-h ^. Y^^ 

CO = 1- t • — 

2a ^ 2a 
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selbst komplex mit dem reellen Bestandteile -^ — . Nennt 

'^ 2a 

man nun b^ den absolut kleinsten Rest von —b (mod. 2 a) 
und setzt in dem Falle , wo —6 ein ungerades Vielfaches 
von a iatf als absolut kleinster Rest (mod. 2 a) also sowohl 
+ a wie — a genommen werden kann, der Bestimmtheit 
wegen 6^^ = +«? so gelten die Ungleichheiten 

-a<6i^a oder — 1<^^|, 

so daß, wenn —b = 2az + \ gesetzt wird, die am 

nächsten an -^ — liegende ganze Zahl bezeichnet. Man 

. b^ ■— D 
schließt weiter b^ ^ 6? (mod. 4 a) , also wird —^ zu- 

i2_D ^ 4a 

gleich mit — j eine positive ganze Zahl sein, welche a^ 

genannt werde. Nun setze man 

und 

(69) '"1 = — 1-5 

dann ergibt sich leicht coi = — ^ — - — , während, wenn a>' 

die konjugiert imaginäre Zahl zu co bezeichnet, 

?^-2) Ol 



(70) . {co--z){co'-0) = 



4a^ a 



gefunden wird. In gleicher Weise kann man fortfahren; 
bezeichnet &2 wieder den wie vorher bestimmten absolut 

X 

kleinsten Rest von —b^ (mod. 20^), 0^ die zunächst an -^— ^ 

^ a^^ 

liegende ganze Zahl und ct^ die positive ganze Zahl -^ , 

so foliren aus ,_ ^^ 

(71) e., = c.,~., = ^^ 

und 

(72) «,— ^ 
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die Gleichungen 

Q>2- "" \'t und (o>i - -8^1) K - ^i) = ^ 

usw. Aber die positiven ganzen Zahlen aya^yO^, . . , können 
nicht ohne Ende abnehmen, bei Fortsetzung des Verfahrens 
muß man also zu einer Zahl a,^.i kommen, welche gleich 
oder größer ist als die vorhergehende Zahl a,. Aus der 
zur letzteren gehörigen Zahl co«- erhält man dann durch die 

(73) (üo = (Oi — Zi = — Y^ — 

eine Zahl cüq 9 für welche der reelle Bestandteil zwischen 
— ^ exkl. und •\-\ inkl. enthalten^ 

0)0 • (üi = (co< — ^,) (p'i — z^ = -^ 

a,- 

aber gleich oder größer als 1 ist, so daß, wenn 

(74) a)o = f + i7i 
gesetzt wird, die Ungleichheiten erfüllt sind 

(75) -Ki^l, |2 + ^2^1. 

Wir wollen eine Zalil a)o , welche diese Bedingungen 
erfüllt, eine reduzierte Zahl nennen. 

Die auf solche Weise gewonnenen Zahlen 

sind aber jede der vorhergehenden, sämtlich also der ersten 
eigentlich äquivalent, und zwar geht wegen co = cö -^ z die 
erste aus ä> durch die Substitution 8: 

l'CÖ + Z 

(ö aber wegen cö = aus coi durch die Substitution T: 

^ _ ' cot - 1 
"^^1.0)1 + 0^ 

nun wieder coi aus cöi durch die Substitution S^ : 

1 • ö>i + ;8fi 

^i~ O.Sil + 1 ^ 
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dann cä^ aus eo, durch die Substitution T: 

_ 'O • a)g - 1 
^^-'l. 0,^ + 

hervor^ usw., so daß eDdlich a> aus (Oq gewonnen wird durch 
eine zusammengesetzte Substitution, welche folgendermaßen 
geschrieben werden kann: 

(76) ST^S^T ... Ä,.iT.&. 

Wir schließen also aus der angestellten Betrachtung den 
Satz: Im Falle einer negativi^n Diskriminante 
ist jede Zahl co der Gesamtheit Q einer reduzierten 
Zahl (Oq dieser Gesamtheit eigentlich äquivalent 

15. Übertragen wir dies zunächst von den Zahlen 
der Gesamtheit Ü auf die ihnen entsprechenden quadratischen 
Formen. Der Substitution STf durch welche 

0(O^—1 
(O = 



1 • a>i + 
gesetzt wird, entspricht eine Transformation 

(77) x = zx'-y\ y-=x\ 

durch welche die der Zahl a> entsprechende quadratische 
Form 

(78) ax^ + hxy + ctf^ 
in den Ausdruck 

{az^ + h z + c) • x'^ — {2a z + })) > x'y' +a'y'^ 

übergeht, in welchem 

—{2az + b)^\ 
und 

o . X . 4:a^z^ + 4:abz + 4:ac h\ — B 

az^ -\-hz-\-c = = -^ = Ol 

ist; die Form (78) verwandelt sich also durch die Trans- 
formation (77) in eine eigentlich äquivalente Form 

(79) ai^'2 + 6ia:y+a/2, 

welche die Besonderheit darbietet, daß ihr dritter Koeffizient 
dem ersten der Form (78) gleich, die Summe der beiden 
mittleren Koeffizienten aber durch das Doppelte 2 a des 
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gemeinsamen Koeffizienten teilbar und der Quotient — - — - 

dl tt 

dem Substitutionskoeffizienten si entgegengesetzt gleich ist. 

Um dieser Eigenschaft der neuen Form willen mag sie der 

Form (78) (nach links hin) benachbart heißen. Durch die 

Transformation 

x' = Zi x" — y" , y' = x" , 

welche der Substitution S^T entspricht, geht die neue Form 
in die ihr wieder (links) benachbarte Form 

a^x'"^-\-\x"y"+a^y'''^ 

über usw.; durch eine der Transformation Si.ijT entsprechende 
Transformation entsteht die der voraufgehenden Form nach 
links benachbarte Form atX^ + &«^y + «i-iy^^ aus welcher 
endlich durch die Transformation 

x^x'+Ziy', y = /, 

welche der Substitution Si entspricht, die Form 

aiX'^ + {2aiZi + ^oc'y'+ (a^^? + &<^< + «<-i)/^ ; 

d. 1. die Form 

(80) a, x'^ - h+i x'y' + a,+i /^ 

hervorgeht, deren Koeffizienten den Bedingungen genügen: 

(81) — «»• < bi+i ^ üi ^ a,+i . 

Wird eine solche Form eine reduzierte Form geheißen, 
so darf man dem zuvor erhaltenen Satze den entsprechenden 
substitutieren: 

Jede Form mit negativer Diskriminante ist einer 
reduzierten Form eigentlich äquivalent. Die an- 
gestellte Betrachtung liefert zudem auch eine Methode, um 
eine Transformation anzugeben, welche jene in diese ver- 
wandelt 

16. Wir leiten aus dem Vorigen zunächst einen äußerst 
wichtigen Satz her. 

Die Bedingungen (75), denen eine reduzierte Zahl 

a>o ^ f + »7t 
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unterworfen ist, ergeben I* ^ ^ , mithin 

(82) »7« ^ 1 - I« ^ f 

oder, da , = ^ ist, 

2o 



(83) 



«^]/^, 



während —a <ii^a, b also numerisch ebenfalls kleiner als 
ist; da hiemach die ganzen Zahlen a, b nur eine 



y 



3 
endliche Anzahl von Werten annehmen können^ ist auch die 
Anzahl der reduzierten Zahlen coq nur endlich. WeU aber 
jede Zahl in Q einer reduzierten Zahl äquivalent ist; dürfen 
diese zu Eepräsentanten der sämtlichen Klassen äquivalenter 
Zahlen gewählt werden, und somit kann die Anzahl der 
letzteren gewiß nicht größer sein als die der reduzierten 
Zahlen; man hat daher den 

Satz: Die Anzahl Klassen eigentlich äquiva- 
lenter Zahlen der Gesamtheit Q oder der ihnen ent- 
sprechenden quadratischen Formen mit der nega- 
tiven Diskriminante D ist endlich. 

Es fragt sich nur^ ob sie nicht noch kleiner ist als die 
der reduzierten Zahlen^ indem etwa von diesen selbst mehrere 
untereinander äquivalent werden. Um dies zu entscheiden, 
seien 

-6 + yj -y+fD 

ö)o- 2a ' *"* 2a' 

zwei verschiedene reduzierte Zahlen, also 



— a < & ^ o ^ c = 



— a'<6'5o'^c' = 



4a 
ia' 



Setzen wir, was erlaubt ist, a' ^a voraus und nehmen 
dann an, (Oq und oof}^ seien eigentlich äquivalent, also 
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während ocd — ßy =^ 1. Nach Nr. 13 ergeben sich dann 
die Beziehungen 

r a^a'd^-yyd + c'y^ 

^^^^ i 6 = -(2 aM - h'y) ß + {b'd ~ 2 c'y) x , 

deren erstere auch in der Gestalt 

(85) • 4aa'= (2a'5 - b'yY -Dy^ 

geschrieben werden kann. Da nun für die reduzierten 
Zahlen q>o^ co^^ nach (83) 



a^j/— ^ und ebenso ^'^1/~d~ 

__ —42) 
ist, so ist 4 a a' ^ — - — , während der Ausdruck zur 

o 

Rechten der vorigen Gleichung, wenn y* > 1 wäre, min- 
destens gleich —41) wäre. Somit muß entweder y = oder 
y « +1 sein. 

Ist y = 0, also ai=«l, so folgt aus (85) die Gleich- 
heit a = a' und aus der zweiten der Gleichungen (84) 
b — y =+2a'ßf also teilbar durch 2a\ Da aber b,y 
numerisch nicht größer als a resp. a\ beide also nicht 
größer als a' sind, so kann b — b' numerisch höchstens 
gleich 2 a^ sein; man schh'eßt daher, daß entweder b — V = 0, 
also gegen die Voraussetzung (o^ = cof^^ wäre, oder b —¥ 
= ±2a', mithin eine der Zahlen 6, V gleich -|-a'=a, die 
andere gleich dem ausgeschlossenen Werte —a^=—a) diese 
Voraussetzung ist also unzulässig. 

Ist dagegen y = +1> so folgt aus der ersten der Glei- 
chungen (84) 

(86) a--==a'8^ + Vd + c' ; 

da aber a'^a^ ^ c\ muß a^8'^ + Vö ^ sein, während 
doch andererseits, da V numerisch nicht größer als a^ ist, 
b'd numerisch nicht größer als a'd^ sein kann, also 
a^d^ + Vd^Q sein muß. So findet sich 

(87) a'(J2 HF Vd = 0. 

Demnach geht aus (86) a = c^ hervor, was in Verbin- 
dung mit a^a^ "^c' die Gleichheit a = a' = c' ergibt. 
Nunmehr läßt sich mit Rücksicht auf (86) und auf die Glei- 
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chung ocd — ßy = 1 der zweiten der Formeln (84) die Ge- 
stalt 

b + y= 2a'{-ßd± ocd^T-oc) 

geben, b + V wäre also teilbar durch 2a', was, da 6,6' 
numerisch nicht größer als a = a' sind, nur sein kann, wenn 
entweder 6 + 6' = +2 a', also 6 = 6' = o =» a', mithin gegen 
die Voraussetzung coq =• ö>j/^ wäre, oder wenn 6 = —V ist, 
woraus mit Rücksicht auf die Gleichungen 

a = a' = c% 6'2 - 4aV = 6« - 4ac 
auch a = c hervorgeht. Dann würde aber 

y+YD 1 



COa = 



2 a' ~ o)?) 



sein. In diesem einzigen Falle können also die beiden re- 
duzierten Zahlen a>o > (o^^ oder die beiden ihnen entsprechen- 
den reduzierten Formen 

(a, 6, a), (a, —6, a) 

einander (eigentlich) äquivalent sein und sind es in der Tat, 
da coq aus co^^ durch die Substitution 

o>4'^-i 

hervorgeht. 

Durch diese Resultate sind wir nun in den Stand ge- 
setzt, für zwei quadratische Formen mit negativer Diskrimi- 
nante die Frage nach ihrer Äquivalenz zu lösen. Man suche 
in der in Nr. 15 angegebenen Weise die reduzierten Formen 
auf, denen sie äquivalent sind; wenn diese identisch mit- 
einander oder zwei reduzierte Formen der erwähnten be- 
sonderen Axt sind, so werden auch die fraglichen Formen 
äquivalent sein, und man kann eine Transformation der 
einen in die andere angeben; entgegengesetztenfalls sind sie 
nicht äquivalent. 

17, Auch die Reduktion der quadratischen Formen 
läßt geometrische Deutungen zu. Denkt man sich in 
der oben nach Gauß angemerkten Weise die Zahl 

-b + YD ,. . 

^^ 2a =^ + ^^ 
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als Pimkt einer Ebene mit den rechtwiukligen Koordinaten 
f , fj abgebildet, so liegt jeder Punkt der Gesamtheit Q in 

der positiven Halbebene, da ij = ^ — positiv ist. Den 

komplexen Werten | + )j*, für welche -~-^<i ist, ent- 
sprechen Punkte zur Rechten der Geraden QN (Fig. 7), 




welche parallel zur y-Äohse im Abstände - 



von ge- 



zogen ist; den komplexen Werten, für welche f ^ -|- i^t, 
entsprechen die Punkte auf oder zur Linken der andern 
Parallelen FM im Abstände -\-\ von 0, endlich den kom- 
plexen Werten, für welche ^* + ij* ^ 1 ist, solche Punkte, 
die außerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkte und 
dem Itadius 1 oder auf seiner Peripherie gelegen sind^ 
Hiemach werden die Punkte, welche den reduzierten 
Zahlen tüo der Gesamtheit Q enlsprechen, wegen der solchen 
Zahlen charakteristischen Beduiguugen (75) in demjenigen 
Gebiete der Ebene liegen, das in der Figur schraffiert ist, 
einschlieBlich des Teils seiner B^enzung, welcher stärker 
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ausgezogen ist; indem hierbei der Kreisbogen NL uDter- 
drückt ist, wird der einzige Fall äquivalenter reduzierter 
Zahlen ausgeschlossen. Da die Anzahl der reduzierten 
Zahlen nur endlich ist, enthält das bezeichnete Gebiet nur 
eine endliche Menge von „Bildpunkten**, welche Zahlen a> 
der Gesamtheit Q entsprechen. Jeder außerhalb des Gebiets 
liegende Bildpunkt einer Zahl co^ dieser Gesamtheit aber 
wird durch eine Substitution 

der (engeren) linearen Gruppe in einen Punkt dieser end- 
lichen Menge übergeführt. 

Stellen wir endlich noch die Bedeutung fest, welche 
den Beduktionsbedingungen für eine quadratische Form mit 
Bezug auf das Gitter zukommt, welches die KJasse der 
Form repräsentiert. Sei dies Gitter das nebenstehende 
(Fig. 8) mit dem Anfangspunkte 0. Um daraus dasjenige 




Fig.a 

Elementarparallelogramm zu ermitteln, welches der redu- 
zierten Form der Klasse entspricht, verbinde man mit 
dem nächstgelegenen Gitterpunkte A durch eine Gerade 
und suche einen derjenigen Gitterpunkte, die in der näch- 
sten Parallelen und zunächst gelegen sind; sei C solch 
ein Punkt, dann werden J., die Grundpunkte für das 
Gitter der reduzierten Form sein. In der Tat ist die redu- 
zierte Form (a , 6 , c) , da für sie 
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also "fa^^c ist^ dadurch charakterisiert, daß die Seiten des 
Elementarparallelogramms OA^OCy ihre Diagonalen 



^C=ya--6 + c, OD = y« + 6 + c 

aber zwischen yö und ySc liegen und somit gleich oder 
großer sind als die Seiten; diese Bedingungen sind aber 
nur für das angegebene Parallelogramm erfüllt, wie der 
Anblick der anderen, in der Figur ausgezeichneten Parallelo- 
gramme zur Genüge zeigt. Das Elementarparallelogramm 
der reduzierten Form hat demnach von allen die kleinsten 
Seiten 9 und Diagonalen^ welche nicht kleiner sind als die 
Seiten. 

18. Wir behandeln nunmehr den Fall einer po- 
sitiven Diskriminante 

i)>0, 

sehen dabei aber zunächst davon ab, ob die Äquivalenz eine 
eigentliche oder uneigentliche sei. Da entgegengesetzte For- 
men stets — wenigstens uneigentlich — äquivalent sind, 
kann man den mittleren Koeffizienten der Form so gewählt 
denken, daß wenigstens eine der beiden Wurzeln 

m\ -ft + yj -h-jD 

^^^^ 2a ' 2a 

der Form positiv ist, denn wären beide negativ, so wäre es 

auch ihre Summe , was nicht der Fall sein wird, wenn 

a 

6 eventuell durch —h ersetzt wird. Betrachten wir also die 

Gesamtheit Q der Zahlen (88), in denen a, h ganze Zahlen 

und h^^D (mod. 4 a) ist, d. h (vgl. Nr. 13) die Gesamtheit 

der Wurzeln der quadratischen Formen mit der Diskriminante' 

JD, so dürfen wir zur Untersuchung ihrer Äquivalenz von 

der Annahme ausgehen, daß etwa die Wurzel 

,89) „ - =^ 

positiv seL Man setze nun a> = o^o H i wo Or. die 

größte in a> enthaltene ganze Zahl bedeute; dann ist 
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(Ol eine positive Irrationalzahl größer als 1. Ebenso 
setze man 

ö>i = ö'i + 7-> ö>2 = & + — , ..•> 

unter ^^ , ^2 ^ • • * ^ ^^P- ^^^ größten in co^ ; a>2 9 . . . enthaltenen 
Ganzen verstanden; so entsteht ein Kettenbruch für co: 

(90) (o==lqo, qi, q^y • • ., qi-i, ö>»1 , 

in welchem (Oi wieder eine positive Irrationalzahl größer als 
1 bedeutet und der beliebig weit fortgesetzt werden kann. 
Man bilde die aufeinanderfolgenden Näherungsbrüche dieses 
Kettenbruchs: 

(91) :^ = 1 ^ = ^ ^2 ^ gpgi+l h _ g2^2 + ^i 

^ ^ Wo ' »1 1 ' W2 qi ' fis q^fh+fh' "*' 

deren letzter^ den Schlußnenner (Oi enthaltender die Gleichung 

(92) (O = ; 

liefert; welche mit Rücksicht auf die bekannte Beziehung 

^•w,-i--n,jß?,-.i = (— 1)*' 

zwischen den Zählern und Nennern zweier aufeinander 
folgender Näherungsbrüche die, je nachdem i gerade oder 
ungerade ist, eigentliche oder uneigentliche Äquivalenz der 
Zahlen a>, a>,- ausweist. Aus (92) ergibt sich umgekehrt 

n,' CO — 0i 

und, da die gleiche Beziehung auch zwischen den konjugierten 
Werten bestehen muß, die Gleichung ^ 

^^^) ^» = — :i;^77' — ^ — • 

W,CÜ — ßi 

Da nun mit wachsendem Ä der Bruch — dem Werte o) 
unendlich nahe kommt, wird von einem bestimmten Werte 
von A an der Unterschied m numerisch unter jedem 

Bachmann, Grandlehren der neueren Zahlentheorie. 10 
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beliebig gegebenen Werte, z. B. unter co — co' == - — bleiben, 
und daher der Ausdruck ^ 

^ - ö> + (a> - ö>0 = - - ö>' 

und, da w* stets positiv ist, auch der Ausdruck ^stä — %a)' 

dasselbe Vorzeichen behalten wie - — , d. i. wie a , Für 

i > Ä bleibt mithin a>/ nach Formel (93) stets negativ. Da 
man diese Formel aber schreiben kann wie folgt: 



ö>/+l = 



(w.~n,_i)ö>'— (£f,— -^,-i) 1 



fii 



w,~ n^_l+ 



— 1V+1 



(-1) 



so ergibt sich, wenn i groß genug gedacht wird, a>/+ 1 > , 
da fii — n,_i ^ 1 und der Bruch — 7 — r- für hinreichend 

große Werte von i numerisch von — ^—7 r beliebig wenig 

verschieden, mithin beliebig klein ist. Auf solche Weise 
ist festgestellt, daß für alle hinreichend großen Werte von i 
jeder Schlußnenner cü,-, der selbst positiv und größer als 1 
ist, einen konjugierten Wert col hat, welcher negativ und 
numerisch kleiner als 1 ist. Nun gehören sämtliche Zahlen 

(Oi der Gesamtheit Q an, denn aus co = Qq -] folgt 

1 2a 

(Ol = =« j= , 

(o-Qo ^(2aqQ + h) + fD 

was, mit — (2ago + 6) •— /D erweitert und wenn 6^ — Z) = 4ac 
gesetzt wird, mit der Gleichung 

_ -(2aqo + h)-iD 

"^^ 2{aqi + hq, + c) 
übereinkonunt und, da 

(2 a^o + 6)2 — 2) = 4 (a^o^ + J^o + c) • a , 
d. L 

(2ago + IY^B mod. 4(agJ + hq^ + c) 
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ist, (Ol als eine Zahl in Q ausweist; gleicherweise erkennt 
man dasselbe für 0)2,(0^,..,. Nennen wir daher eine 
Zahl (Oq der Gesamtheit Ü eine reduzierte Zahl^ 
wenn coq positiv und größer als 1, die ihr konjugierte 
Zahl (Oq aber negativ und numerisch kleiner als 1 
ist, so dürfen wir als Resultat unserer Betrachtung den 
Satz aussprechen: Jede (positive) Zahl in Q ist einer 
reduzierten Zahl äquivalent. 

19. Als eine solche mit a> äquivalente reduzierte Zahl 
darf jeder Schlußnenner des Kettenbruchs (90) für ein hin- 
reichend großes i angesehen werden. Es gibt deren aber 
nur eine endliche Anzahl voneinander verschiedener. In der 
Tat ist die Anzahl der reduzierten Zahlen in Q selbst 
nur eine endliche. Soll nämlich 

-b + JD 
^0 ° 2~a 

eioe reduzierte Zahl sein^ so müssen die folgenden UDgleich- 

2a 2a 

erfüllt sein. Aus ihnen folict nun zunächst < ==^ — , d. h. 

° a 

es gilt das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem a 
positiv oder negativ ist; ist a > 0, so nehmen die Ungleich- 
heiten die Form an: 

(95a) 0<i + fD<2a<-b + fJD, 

woraus &<0 und > — }(D hervorgeht, so daß die ganze 
Zahl b nur eine endliche Anzahl von Werten haben kann, 
deren jedem den Ungleichheiten zufolge auch nur eine end- 
liche Anzahl von Werten für die ganze Zahl a entsprechen 
kann; ist a<0, so lauten die Ungleichheiten: 

(95b) 0>b-^fD>2a>-b-iD, 

woraus 6 > und kleiner als Y^y ^^^ somit wieder nur 

eine endliche Anzahl von zulässigen Werten für b und för a 

hervorgeht. Zudem dürfen von diesen Wertsystemen nur 

solche genommen werden, für welche b^^D (mod. 4 a), d. h. 

b^ — D 

— eine ganze Zahl ist. Die Anzahl der für reduzierte 

4a 

10* 
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Zahlen coo statthaften Wertsysteme a, 6 ist also, wie be- 
hauptet, nur eine endliche. 

Hieraus ist zu schließen, daß, wenn die unendliche 
Kettenbruchentwicklung für eine positive Zahl co der Gesamt- 
heit Q in endlicher Form, wie in (90), geschrieben wird, 
ihre Schlußnenner cü, nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Werte haben können, da sie von einer bestimmten endlichen 
Stelle an reduziert sind. Es muß sich also ereignen, daß 
einmal ein Schlußnenner einem früheren gleich wird. Sei 
etwa (Oi+it der erste von den auf a>,- folgenden, welcher 
gleich (Oi ist; dann ist 

= \j[Of Qlf ' • ' Qi-1> Qi} • • • Qi+k-1} g.it • • • 9.i+h-l> ^i\ 

USW., mit anderen Worten: der Kettenbruch für co muß 
periodisch sein. 

Man zeigt aber noch leicht, daß die Periode mit dem 
ersten Schlußnenner o),-, welcher reduziert ist, beginnt. In 
einer Formel 

(97) ö), = g, + J- 

mit ganzzahligem g,* ist nämlich dann und nur dann a>«+i 
zugleich mit co,- reduziert, wenn g,- das größte in a>i ent- 
haltene Ganze ist; in der Tat ist unter dieser Voraussetzung 
co,+i positiv und größer als 1, und zugleich ist 

wenn Oi > 1 und co/ < ist, ein negativer echter Bruch, 
d. h. co,+i ist reduziert; umgekehrt, wenn co,+i zugleich mit co,- 

reduziert ist, so ist positiv und kleiner als 1, also qi 

COi+i 

in (97) das größte in dem positiven coi enthaltene G^mze; 
dieselbe Zahl ^,- ist dann aber auch das größte Ganze, 

welches in — j — enthalten ist, denn aus (98) folgt 

COi+l 

-1 

COi+l 
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worin —(Oi ein positiver echter Bruch ist. — Dies voraus- 
geschickt; nehme man an^ daß die Periodizität des Ketten- 
brachs für 0) erst mit dem Schlußnenner co^+i beginne, der 
nicht der erste reduzierte Schlußnenner ist, und es sei 
cüjfc+i+i = a),+i. Dann bestehen Gleichungen von der Form 

wo qiy qi^jt die größten in cü«- und cu^+j^ enthaltenen Ganzen 
bezeichnen. Da aber (Oi, (Oi+i, a>,+ifc reduziert sind, muß dem 
soeben Bewiesenen zufolge sowohl qi als auch qi^i^ das größte 

in — - — enthaltene Gunze und somit g, = g^+j sein, die Pe- 

riodizitat nähme also gegen die Voraussetzung bereits um 
eine Stelle früher beim Schlußnenner cü, ihren Anfang. Auf 
solche Weise sind wir zu folgendem Satze gelangt: 

Jede (positive) ganze Zahl o) der Gesamtheit Q 
läßt sich in einen periodischen Kettenbrach ent- 
wickeln, dessen Periode bei dem ersten Schluß- 
nenner beginnt, welcher reduziert ist. 

Ist demnach coq eine reduzierte Zahl in i2, so beginnt 
die Periodizität schon mit coq selbst, d. h. die Kettenbruch- 
entwicklung von cüq ist rein periodisch: 

ö>o = |j?o> ?i> • • -^ Q.k'1} q^i) qi9 " '9 Q.k-i9 9of • • •! 
oder, wie wir kürzer schreiben wollen, 
(99) coo = K{qo, q^,..., gj-i) • 

20. Durch die Kettenbruchentwicklung einer reduzierten 
Zahl (Oq wird nun eine Anzahl reduzierter Zahlen, nämlich 
die endliche Menge der Schlußnenner 

(100) (Oq, (Üi,Ö>2, . . .,a>Jfc_l 

des Kettenbruchs für coq, zu einer Periode untereinander 
äquivalenter Zahlen verbunden, deren Kettenbruchentwick- 
lungen aus (99) durch einfache Verschiebung der Teünenner 
hervorgehen, nämlich: 

ö>i =K{qij q^f .. ., qk-i9Qo) 



0>Jk-l = ^{qk-l9 Qo9 ' • '9 2k-39 qk'2) > 
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wahrend die GleichuDgen 



zeigen, daß jede dieser Zahlen der ihr vorhergehenden wie 
der ihr folgenden uneigentlich äquivalent ist, da z. B. a>,_i 
aus (Oi durch die Substitution Si-i: 

qi-i-(Oi + l 

COi-l = -z [-77- 

1 • CO,' + 

mit der Determinante g,_i • — 1 • 1 = — 1 entsteht. Er- 
schöpft nun die Periode (100) noch nicht die Gesamtheit 
der reduzierten Zahlen in ß, so sei ä>o eine der noch 
übrigen; ihre Kettenbruchentwicklung liefert eine zweite 
Periode 

(101) ä>o , cöi , ä>2 , . . . cöjk_i 

von untereinander äquivalenten reduzierten Zahlen, und 
wenn auch hiermit noch deren Menge nicht erschöpft ist, 
kann man in gleicher Weise fortfahren und erhält endlich 
sämtliche reduzierten Zahlen in ß in eine gewisse Anzahl 
solcher Perioden verteilt. Während aber die GUeder jeder 
einzelnen Periode untereinander äquivalent sind, können zwei 
Zahlen verschiedener Perioden einander nicht äquivalent, 
also a fortiori auch nicht einander gleich sein. Denn die 
Kettenbruchentwicklungen für äquivalente Zahlen stimmen 
einem früheren Satze (Kap. 4, Nr. 14) zufolge von einer be- 
stimmten Stelle ab miteinander, also auch in ihren Schluß- 
nennern, überein, welche somit ein und dieselbe Periode 
darstellen müßten, der Voraussetzung zuwider. Somit stellen 
die gedachten Perioden die Gesamtheit der verschiedenen 
reduzierten Zahlen in ü und zugleich ihre Verteilung in 
Klassen äquivalenter reduzierter Zahlen dar. Die Anzahl 
dieser Klassen ist endlich, da es die Anzahl der reduzierten 
Zahlen selbst ist; man erkennt also, wenn man von den 
Zahlen zu den ihnen entsprechenden quadratischen Formen 
zurückkehrt, daß auch bei positiver Diskriminante die 
Anzahl Klassen äquivalenter quadratischer Formen 
nur endlich ist. 

Hiermit sind wir nun auch für den Fall positiver Dis- 
kriminante in den Stand gesetzt, die Frage nach der Äquivalenz 
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zweier Zahlen in Q oder der ihnen entsprechenden quadra- 
tischen Formen zu entscheiden. Jede der gedachten beiden 
Zahlen ist (nach Nr. 18) je einer reduzierten Zahl äquivalent, 
je nachdem aber diese letzteren Zahlen derselben oder ver- 
schiedenen Perioden angehörig sind, werden die gegebenen 
Zahlen einander äquivalent sein oder nicht. Die Ketten- 
brüche zweier äquivalenter Zahlen sind also dadurch 
charakterisiert, daß sie von dem ersten bei ihnen auftretenden 
reduzierten Schlußnenner an die gleiche Periode von Schluß- 
nennern ergeben^ und können abgesehen von dem anfäng- 
lichen Teile nur darin untereinander verschieden sein, daJB 
die Periode beidemal mit einem andern ihrer Glieder ein- 
setzt. Ist z. B. für eine dieser Zahlen dies Glied das erste 
Glied (Oq der Periode (100), für die andere Zahl das Glied a>, , 
so kann auch leicht entschieden werden, ob die Äquivalenz 
der beiden Zahlen die eigentliche oder die uneigentliche ist. 
Da nämlich jede der Zahlen (100) der folgenden uneigentlich 
äquivalent ist, wird sie der jedesmal zweitfolgenden eigentlich 
äquivalent und somit coq mit (Oi eigentlich oder uneigentlich 
äquivalent sein, je nachdem i gerade oder ungerade ist. 
Nun bestimmt sich (nach Nr. 18) aus den anfänglichen 
Teilen der Kettenbrüche der beiden gegebenen Zahlen, 
welcher Art ihre Äquivalenz mit coq bzw. mit ö>,- ist; wenn 
sie beidemal von gleicher Art ist, so werden die Zahlen 
auch untereinander von eben dieser Art oder aber von der 
entgegengesetzten Art äquivalent sein, je nachdem i gerade 
oder ungerade ist; wenn dagegen ihre Äquivalenz mit o)© 
bzw. mit (Oi von verschiedener Art ist, werden sie unter- 
einander, je nachdem i gerade oder ungerade ist, uneigentlich 
oder eigentlich äquivalent sein. 

Zugleich liefern die Kettenbruchentwicklungen äquiva- 
lenter Zahlen auch eine Substitution, durch welche die eine 
von ihnen in die andere übergeht. Aus der Formel (96) 
findet sich offenbar, daß co aus co« durch die zusammen- 
gesetzte Substitution q q a 

hervorgeht. Da aber die Kettenbrüche äquivalenter Zahlen 
dieselbe Periode von Schlußnennern aufweisen, tritt o),- auch 
im Kettenbruche der mit a> äquivalenten Zahl als Schluß- 
nenner auf, und es ergibt sich aus ihm eine analoge Sub- 
stitution, durch welche diese Zahl aus co«, also auch umgekehrt 
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eine Substitution, durch welche coi aus jener hervorgeht. 
Durch Zusammensetzung der erstgenannten Substitution und 
dieser letzteren entsteht aber co unmittelbar aus der ihr 
äquivalenten Zahl. 

21. übertragen wir diese Betrachtungen von den Zahlen 
der Gesamtheit £2 auf die ihnen entsprechenden Formen mit 
der Diskriminante D, so sehen wir an die Stelle der 
Perioden reduzierter Zahlen Perioden reduzierter Formen 
treten, auf welche wir noch einen Augenblick näher ein- 
gehen wollen. Wir nennen eine Form {a, b, c) reduziert^ 
wenn eine ihrer Wurzeln, etwa 

^''=' 2« ' 

eine reduzierte Zahl ist. Stellt man sich die reellen Werte 
als Punkte einer Geraden dar, so wird die Lage der 



+ 



oo 



-1 



+ 



Ö>0 



+1 

+ 



Fig. 9. 



CO/ 



-f-oo 



Wurzeln q>o , a>o auf derselben durch nebenstehende Fig. 9 
gekennzeiclmet. Da nun a>o , ö>o die Wurzeln der Gleichung 

sind, wird das Vorzeichen des Ausdrucks az^ -{-hz + c für 
die einzelnen Abschnitte der unendlichen Geraden, denen 
der Wert von z entspricht, bei positivem a das oberhalb, 
bei negativem a das unterhalb der Geraden angegebene 
Zeichen sein. Der j? = 1 entsprechende Wert 

wird daher im ersteren Falle negativ, im zweiten Falle 
positiv sein. Nehmen wir der Bestimmtiieit wegen a > an, 
was ein negatives c zur Folge hat, da coq^ coq entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben, und machen in der Form 



ea^^p«^ 
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die Transfonnation Ti 

x = x' + y', y^y'y 

so geht sie über in die Form 

/2^> =^ax'^ + {2a + l) x'y' + {a + h + c)y'^ 
= (a, 2a + by a + b + c) , 

in welcher nach der Vorbemerkung der dritte Koeffizient 
a + b + c <,0 ist; ihre erste Wurzel ist 

i2a + b) + yD_ 
also positiv, während die zweite Wurzel 

negativ und numerisch größer als 1 ist. Wird nun Qq in 
der Gleichung q>o = g'o H größer als 1 gedacht, so liegt 

co^Q^ noch zur Rechten des Punktes 1 und man schließt da- 
her, daß die Sunune der Koeffizienten der Form d. i. 

ist. Bei wiederholter Anwendung der Transformation T ent- 
steht die Form 

f^^^ = {a, ia + b, 4a + 26 + c), 

deren dritter Koeffizient noch negativ ist, wahrend ihre erste 
Wurzel cojj*^ = co^q^ — 1 = q>o — 2 positiv und, wenn qo>2 
gedacht wird, noch größer als 1 ist, die zweite Wurzel 
0)^^^^ = ö>o — 2 dagegen negativ und numerisch größer als 
1 ist. Somit wird die Summe 9 a + 3 6 + c der drei Koef- 
fizienten noch negativ sein. So kann man fortfahren, so- 
lange die erste Wurzel der neuen Form noch größer als 1 
bleibt, d. h. bis zur Form 

(102) /J^»>-(a, 2qoa + b, qta + qob + c)y 

in welcher der letzte Koeffizient noch negativ, die erste 
Wurzel co^^o) = ö>o — ■ Ö'o ^^^ ^^^^ kleiner als 1 ist/ die Summe 
der drei Koeffizienten also positiv. Die so entstandenen 
Formen sind nicht reduziert, da ihre zweite Wurzel zwar 
negativ, aber numerisch größer als 1 ist. 
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Der bisherige Fortgang entspricht dem ersten Gliede 
des Kettenbrachs 

(103) Q>o = K{qo ,qi,q2,'", qk-i) . 

Machen wir nun aber der Formel coq = q^ -] gemäß 

1 ^1 

die Substitution co^^^ = — , und wenden die ihr entsprechende 

Transformation ^i 

auf die Form (102) an, so entsteht die Form 

welche wieder reduziert ist, da ihre Wurzel a>i reduziert, 
nämlich das zweite Glied der Periode (100) ist, als deren 
erstes w^ gedacht worden ist. In dieser Form ist aber jetzt 
der erste Koeffizient a^ negativ, der dritte Cy positiv, die 
Verteilung der Vorzeichen in der zugehörigen Figur also die 
in obiger Figur unterhalb angegebene, und daher die Summe 
der drei Koeffizienten: 

Ol + 6i + q > . 

Wenn nun aufs neue zu wiederholten Malen die Trans- 
formation T angewandt wird, so entsteht dem zweiten Gliede 
q^ des Kettenbruchs (103) entsprechend eine Reihe nicht 
reduzierter Formen 

/J^) = (ai, 2ai + 6i, a^ + l^ + c^) 



/•toi) = (Ol, 2^101 + 61, a\(h + aih + <h)y 

in welchen der letzte Koeffizient noch positiv ist, während 

1 
nach der Formel a>i = g'i H die Wurzel co^^«»^ der letzten 

zwar noch positiv, aber kleiner als 1, die Summe der drei 
Koeffizienten mithin nicht mehr positiv ist. Die Substitution 

cü(«x) = Jl oder die ihr entsprechende Transformation 

^ = y'y y = x' 

verwandelt dann /J^^) in die reduzierte Form 

U = («2 > &2 , C2) = {q\ay + ^1 *i + q , 2^1 «1 + 61 , Ol) 
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mit der Wurzel cog (dem dritten Gliede der Periode (100)) 
und einem positiven ersten Koeffizienten a^ t und man kann 
nun mit ^ fortfahren, wie man mit ^ begonnen hat, und 
erhalt auf diese Weise die gesamte Periode 

to> tu t2> • ' '9 tk-l 

der der Periode (100) entsprechenden reduzierten Formen. 
Bedenkt man, daß die Transformation x=y\ y = x', 
welche von f^^^^ zu /i führt, nur eine Vertauschung der Un- 
bestimmten der Form bedeutet, so leuchtet ein, daß die 
wiederholte Ausführung der Transformation T an der Form f^ 
dasselbe ist, wie diejenige der Transformation T': 

x-^x', y^x' + y' 

an der Form /J«») . Daher läßt sich das Ergebnis der vorauf- 
gehenden Betrachtung auch folgendermaßen fassen: 

Wenn auf die reduzierte Form (a, 6, c), deren erster 
Koeffizient a positiv gedacht wird, die Transformation T so 
oft ausgeführt wird, als der dritte Koeffizient der entstehenden 
Formen noch negativ bleibt, dann die Transformation T' so 
oft, als der erste Koeffizient der dann entstehenden Formen 
noch positiv bleibt, dann wieder nach derselben Regel die 
Transformation T usw., so bilden die bei dem jedesmaligen 
Übergänge von der Transformation T zur Transformation T' 
und umgekehrt entstehenden Formen die Periode reduzierter 
Formen, welcher die Form /q angehört, und die Zahlen 
Qo9 Q\i Q29 ' ' *9 welche angeben, wie oft die Transformationen 
r, T, T,... angewandt werden müssen, die Periode des 
Kettenbruchs für die erste Wurzel der Form /q . 

22. Was endlich die geometrische Deutung der Re- 
duktion anbelangt, so ist sie für den Fall einer positiven 
Diskriminante eine wesentlich andere, wie für den einer 
negativen. Doch müssen wir uns hier darauf beschränken, die 
Figur anzugeben, welche an die Stelle der Fig. 7 für den 
letzteren Fall (in Nr. 17) tritt, und im übrigen den Leser auf 
F. Klein» autographierte Vorlesungshefte (Ausgewählte Kapitel 
der Zahlentheorie I) verweisen, wo er auch eine, von Jjf. Uurwiiz 
(Mathem. Annalen Bd. 45) schön entwickelte andere geome- 
trische Auffassung der Reduktion quadratischer Formen für 
positive sowohl wie für negative Diskriminanten findet, welche 



156 



Der rationale Zahlenkörper. 



iu einem höheren Gebiete der Analysis von ganz besonderer 

Bedeutung ist. -h + .JD , _ ^ 
Setzt man m emer Zahl co = ^ — - — der Oresamt- 



2a 



heit Q, wo e = +l gedacht ist, 



-6 



= X 



= y und faßt 



2a "^^ 2a 

X, y dls rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in einer 
Ebene auf (Fig. 10), so wird jeder Zahl der Gesamtheit Q 




Fig. 10. 

ein bestimmter Punkt der Ebene zugeordnet sein, der als 
ihr Bildpunkt aufgefaßt werden kann. Ist nun OA = 1 , 

ÄB^OC = -z=, so haben die drei Geraden OB, CA und 

die zur ersteren durch C gehende Parallele DC in laufenden 
Koordinaten u, v die drei Gleichungen: 



1 -1/ 



1), i; = — (u + l) 



resp.; da für eine reduzierte Zahl co die Bedingungen 

-6 + fi/D 



2a 



2a 
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für den ihr entsprechenden Punkt x, y der Ebene also die 
Ungleichheiten 

OK-x + ylfBKKx + ylD 

bestehen, so liegt von aus gesehen dieser Punkt einerseits 
links von OB und jenseits CA, andererseits diesseits DC, 
mithin in dem in der Figur schraffierten Parailelstreifen der 
Ebene, und lungekehrt sind die Zahlen der Gesamtheit ß, 
welche durch Punkte dieses Streifens abgebildet werden, 
reduziert Die Anzahl solcher Punkte ist daher nur endlich, 
und sie können so in Systeme zusammengestellt werden, 
daß die Punkte eines Systems durch Substitutionen der 
(engeren) linearen Gruppe ineinander übergeführt werden 
können, zwei Punkte verschiedener Systeme aber nicht. Jeder 
außerhalb des Streifens gelegene Bildpunkt einer Zahl co 
aber wird durch solche Substitutionen in die Punkte eines 
einzigen ganz bestimmten jener Systeme übergeführt. 



Zweiter Abschnitt, 

Der quadratische Zahlenkörper. 



Erstes Kapitel. 

Zahlen, Moduln, Ideale des Körpers. 

1. In den letzten Nummern des vorigen Abschnittes 
haben wir das Gebiet des rationalen Zahlenkörpers über- 
schritten und Zahlen in Betracht gezogen, die aus einer 
Irrationalität, der Quadratwurzel aus D , auf rationale Weise 
gebildet sind. Es hat sich aus unseren Betrachtungen er- 
geben ^ in wie innigem Zusammenhange die Eigenschaften 
solcher Zahlen mit der Theorie der quadratischen Formen 
stehen^ ein Umstand, den schon die Zerlegung dieser Formen 
in zwei irrationale Linearfaktoren oder die Einführung der 
Gitterzahlen erkennen ließ. So werden wir naturgemäß zur 
näheren Betrachtung solcher Zahlen an sich gedrängt und 
werden aus derselben ersehen, daß deren Theorie den eigent- 
lich arithmetischen Kern der Lehre von den quadratischen 
Formen ausmacht. 

Man nennt algebraische Zahl jede Zahl coy welche 
einer algebraischen Gleichung 

(1) ÜQ^ + a^ii^'^ + cb^s^''^ + ... +a„_ij8f + «„ = 

mit ganzzahligen Koeffizienten genügt; ist dies die Gleichung 
kleinsten Grades von dieser Beschaffenheit, welche co er- 
füllt, so heißt CO eine algebraische Zahl vom Grade n, 
und sie wird eine ganze algebraische — oder, wo kein 
Mißverständnis zu befürchten ist, kurz eine ganze Zahl 
dieses Grades genannt, wenn der Koeffizient a^ der höchsten 
Potenz von z gleich Eins ist. 
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Hiernach ist, wenn auch fernerhin unter d eine ganze 
Zahl von derselben Art wie im vorigen Abschnitte ver- 
standen wird, die Zahl 

(2) (J«yd 

eine ganze Zahl zweiten Grades^ da sie der Gleichung 

(3) 0« = d, 

aber als irrationaler Wert keiner Gleichung ersten Grades 
genügt. Da nun jede gerade Potenz von (J, 

eine ganze rationale Zahl, jede ungerade Potenz 

aber das Produkt einer ganzen Zahl in ^d ist, so wird jede 
ganze Funktion von b mit ganzzahligen Koeffizienten offen- 
bar auf die Form r^'\-s'*'}ld gebracht werden können , in 
welcher r', s' ganze rationale Zahlen bedeuten^ jede ratio- 
nale Funktion von b mit ganzzahligen Koeffizienten also 
auf die Form 

wo auch r"j s" ganze Zahlen bedeuten^ ein Ausdruck, dem 
jedoch durch Erweiterung mit r" — s" ^d die Gestalt 

{r' + s' jd) {r'' -- s'' ^d) ^ rV^~ dsV^+ (r^V-rVOVd 

d. h. die Gestalt 

r + sVd 

(4) -^t_l_ 

gegeben wird, wo nun 
r == r'r'' - ds's'' , s = r''s' - r's'' , t = r''« - ds''^ 

wieder ganze rationale Zahlen sind. Jede Zahl also, welche 

aus y^ auf rationale Weise hervorgebracht werden kann, hat 
die Form (4). 
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zwei solche Zahlen; man darf voraussetzen, daß ihre Nenner 
gleich sind, da man andernfalls dies erreichen könnte, indem 
man die erste mit f^, die zweite mit f erweiterte; sei also 
t der gemeinsame Nenner. Dann sieht man ohne weiteres, 
daß Summe und Differenz beider Zahlen wieder eine Zahl 
derselben Gestalt ist; desgleichen ihr Produkt 

r'+s'ß r''+s''id _ r' r'' + ds' s'' + (r' s'' + r'' s') jd 
t ' t ~ t^ ' 

endlich kann aber auch ihr Quotient 

r'+s'^d 

wie vorher gezeigt, auf dieselbe Gestalt gebracht werden. 
Die Gesamtheit der Zahlen, welche auf rationale Weise aus 

Yd entstehen, hat also die Eigenschaft, daß Summe, Diffe- 
renz, Produkt und Quotient von je zwei ihrer Zahlen, gleich- 
viel ob diese identisch oder verschieden sind, wieder eine 
Zahl derselben Gesamtheit ist, d. h. sie ist ein Zahlen- 
körper. Wir bezeichnen diesen durch das Zeichen ^{^d) 
oder kürzer durch ^ und nennen ihn, da die ihn erzeugende 

Zahl yd, wie bemerkt, eine algebraische Zahl zweiten Grades 
ist, ebenfalls einen Körper vom zweiten Grade oder einen 
quadratischen Zahlenkörper. 

2. Dieser Körper Ä enthält den rationalen Zahlen- 
körper 9?, denn alle rationalen Zahlen gehen aus (4) hervor, 
wenn s = gedacht wird. Alle übrigen Zahlen in Ä aber 
sind algebraische Zahlen zweiten Grades. Setzt man nämlich 

r + sid 

CO j—, 

so folgt {tcD — ry =* ds^ oder 

(5) P 0)^ — 2tr 0) + r^ — ds^ = , 

mithin ist cd Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Glei- 
chung, imd da co nur rational sein kann, wenn s = 0, ist 
anderenfalls diese Gleichung auch die niedrigste ganzzahlige 
Gleichung, der cd genügt. Nennt man die Zahl 

, r — sid 

CO j—, 
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welche aus co durch Veränderung des Vorzeichens von ^d 
entsteht, d. h. die zweite Wurzel der Gleichung (5) die zu 
CO konjugierte Zahl^ so ist auch diese eine Zahl des 
Körpers S. Das Produkt der beiden konjugierten 
Zahlen co, a>' heißt die Norm jeder von ihnen^ in 
Zeichen: 

(6) N{(o) = JV(a>0 = cü'Co'; 

sie ist stets eine rationale Zahl; in der Tat ist das Produkt 

der beiden Wurzeln der Gleichung (5) gleich — . Die 

zu einer rationalen Zahl j konjugierte Zahl ist offenbar ihr 

selbst gleich und demnach ihre Norm gleich ihrem Quadrate. 
Wir nennen Zahlen a> , coj , a>2 , . . . des Körpers S! un- 
abhängig voneinander^ wenn eine Gleichung 

^ Q> + ^1 a>i + §2 o>2 + ... = , 

in welcher die Koeffizienten q, q^, ^2 > • • • rational gedacht 
sind, nicht anders bestehen kann, aJs wenn diese Koeffi* 
zienten sämtlich Null sind. Damit zwei Zahlen 

co, = ^, CO, , 

deren Nenner gleich gedacht werden dürfen, unabhängig 
voneinander sind, ist notwendig und hinreichend, daß 
^1^2 ~~^2*i von Null verschieden ist. In der Tat ist dies 
hinreichend, denn die Gleichung 

(7) QiCü^ + Q2(^2 = 0y 
d. h. die beiden Gleichungen 

^1^ + ^2 ^2 = , QiSi + Q,S, = 0, 

aus denen sich 

(^1 «2 — ^2 ^1) Qi = und (ri s, — r, s{) ^2 = 

ergeben, können für nicht verschwindende q^ , ^2 ^^^ b^" 
stehen, wenn r^ s, —r2Si = ist Es ist aber auch not- 
wendig, denn, ist im Gegenteil r^S2 —r^s^^O^ d. h. 
ri $2 --= ^2 *i > so schließt man, wenn t^ den größten gemein- 
samen Teiler von r^, s^ bezeichnet, so daß r^ = t^ r , 5^ =«= t^ s 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 11 
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und r, s teilerfremd sind, die Gleichungen rg = Tgr, äj = tjS, 
wo Tj eine ganze Zahl bezeichnet^ mitiiin 

Ö>1 = Ti O) , 002 = Tg CO , 

T -4- sl/d 

wenn eo = '^ gedacht wird, und somit besteht die 

z 

Gleichung (7) für die nicht verschwindenden Werte ^i = tj , 
Hieraus folgt sogleich^ daß je drei Zahlen in ^: 



r 



+ syd r^ + s^id r^ + s^ß 



^ = i > ^1 = ^ > «^3= ^ 

die wir wieder mit gleichem Nenner schreiben, stets von- 
einander abhängig sind. In der Tat wird die Gleichung 

falls OD^ , 0)2 voneinander abhängig sind, durch ^ ^ und 
nicht verschwindende Werte von q^ , ^3 erfüllt; sind da- 
gegen (Ol , 0)2 voneinander unabhängig, so können rationale 
Zahlen q^ , q^ so gewählt werden^ daß 

O) =^iÖ)i + ^2Ö>2 

wird^ d. h. daß die Gleichungen 

^ = ^1^1 + ^2 ^2 ; « = ^i«i + ^2 «2 

befriedigt werden, demi die Determinante r, s^ - r^ s^ dieser 
Gleichungen ist dann verschieden von Null. So ist der 
wichtige Satz festgestellt: 

Sind (Ol, Q>2 irgend zwei voneinander unabhängige Zahlen 
in ^; so kann jede Zahl od dieses Körpers in der Form 

(8) 0} = Qi(Oi+Q2 0)2 

mit rationalen Koeffizienten Qi , ^2 dargestellt werden. Auch 
ist solche Darstellung eine völlig eindeutige; denn, wäre auch 

so folgte , /v . / /v /^ 

toi — Qi) ö>i + toa — ^2) ö)2 = 0, 

da aber 0)^ , (o^ unabhängig sind, müßten ^1 = ^1 , ^2 ^ ^ 
sein. Man nennt in Anbetracht dieses Satzes je zwei un- 
abhängige Zahlen (Oi , 0)2 des Körpers ^ eine Basis des 
Körpers. 
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Die ursprüngliche Darstellung (4) ist nur ein spezieller 
Fall dieses Ergebnisses, denn, weil eine Gleichung 

mit rationalen, nicht verschwindenden et , 6, unmöglich ist, 

sind 1, y^ zwei unabhängige Zahlen in B und jede Zahl co 
des Körpers hat die Gestalt 

co^-^l + j-yd. 

Hiemach kann die Basis des Körpers ^ sehr ver- 
schieden gewählt werden, doch ist die Beziehung zwischen 
den verschiedenen Basen sehr einfach. Sind nämlich wieder 
coi, (O2 eine solche und 

(9) f 1 == ai eoi + ag cog , f 2 = "^i ^1 + h ^2 

zwei Zahlen in Ä, so werden auch f,, f, eine Basis des 
Körpers ^ sein oder nicht, je nachdem die Determinante 
Ol T2 — ag ti von Null verschieden oder gleich Null ist. Denn 
aus (9) folgen die Gleichungen 

(10) I ^^^^^ ~ ^*^^^ • ö>i = Tg fi — ag ^2 

ist nun 0^X2 — o^ti^ 0, so besteht zwischen f^, fj ^^^^ 
lineare Beziehung mit nicht verschwindenden Koeffizienten 
und somit bilden sie keine Basis des Körpers; hingegen 
sind sie eine solche, wenn 0^X2 — <J2^i von Null verschieden 
ist, denn dann nehmen durch Division mit o^ Tg — a^ t^ die 
Gleichungen (10) die Gestalt an: 

mit rationalen Koeffizienten, und jede Zahl co des Körpers 
kann, weil in der Gestalt ö> = ^i a>i + ^2 ^2 darstellbar, 
auch durch die Formel 

o> = {Qioi + Ö2^i)fi + {Q1O2 + Q^-^^jh 

mit rationalen Koeffizienten dargestellt werden. 

Man kommt von hier auf die oben gegebene Bedingung 
für zwei unabhängige Zahlen coi , ö>2 wieder zurück, wenn 

man von der besonderen Basis 1, "(d ausgeht. 

11* 





Ö>1 Q>2 — CÜ2 CÜi = 


mithin 




(U) 


(q>i a>2 — a>2 a>i)^ 
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Sind nun 

ri + s^yd r^ + s^^d 

CO,^ i > C02= ^ 

eine Basis von ^, so sind es die konjugierten Zahlen 

0)1 , a>2 ^ 

jener Bedingung gemäß ersichtlich auch. Aus diesen Formeln 
folgt 

-2{r^s^-r^s^)id 

Der so gebildete Ausdruck heiße die Diskriminante 
der Basis co^ , co, mid werde mit ^(ci>i j (o^) bezeichnet; 
sie ist stets eine rationale Zahl. 

3. Wir richten nun unsere Aufmerksamkeit insbeson- 
dere auf die (algebraisch) ganzen Zahlen des Korpers ^. 
Um sie aus demselben auszusondern ^ bat man zu unter- 
suchen^ wann für eine Zahl 

(12) a> = '-±^ 

die Gleichung (5)^ der sie genügt ^ nachdem man dieselbe 
mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz dividLert^ sie 
also in der Form 

geschrieben hat^ ganzzahlige Koeffizienten besitzt Hierbei 
darf man r, s, t ohne gemeinsamen Teiler voraussetzen^ da 
ein solcher^ wenn er vorhanden wäre^ durch Heben aus (12) 
beseitigt werden könnte; auch kann man i^ > denken, weil 
dies andernfalls durch Multiplikation von Zähler und Nenner 
mit —1 in (12) erreicht werden kann. Sollen dann 

(13) i>--^, q ^5— 
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ganze Zahlen sein, so sind zwei Fälle möglich. Entweder 

T 

ist t ungerade; dann muß — ^ also der zweiten Gleichung 

zufolge auch — — und, da d nach der Voraussetzung keinen 

quadratischen Teiler hat, auch — eine ganze Zahl sein, rimds 

wären daher teilbar durch t\ da aber r y Syi ohne gemein- 
samen Teiler gedacht sind, müßte ^ » 1 sein. Demnach 
nimmt in diesem Falle die ganze Zahl (12) des Körpers die 
Gestalt an 

(14) m^T-^s^ 

mit ganzzahligen Koeffizienten. ^ 

Oder t ist gerade =2t; dann müßte — und zufolge der 

zweiten der Gleichungen (13), die man in der Gestalt 

ds^ 
schreiben kann, auch — eine ganze Zahl sein, woraus, 

wie zuvor, r = 1 also < = 2 erschlossen wird. Hiemach 
wäre r^ — ds^ = iq oder 

(15) r2 = ds^ (mod. 4) ; 

diese Kongruenz ist aber unmöglich, wenn db= 2, 3 (mod. 4), 
es sei denn, daß r, s beide gerade genommen werden, was 
jedoch nicht erlaubt ist, dsi r, s, t ohne gemeinsamen Teiler 
vorausgesetzt sind. In diesem Falle haben demnach sämt- 
liche ganze Zahlen in Ä die Form (14). Ist dagegen d^ 1 
(mod. 4), so kann die Kongruenz (15) auch noch gelöst 
werden durch gleichzeitig ungerade r, s und es gibt daher 
in letzterem F«Jle außer den Zahlen von der Form (14) auch 
noch ganze Zahlen des Körpers von der Form 

„6) .-'-+^, 

worin r, s ungerade gedacht sind. Da aus der letzteren 
Form aber die Zahlen von der Form (14) hervorgehen, wenn 
r, s beide gerade gedacht werden, so kann man auch sagen: 
im Falle d^ 1 (mod. 4) sind sämtliche ganze Zahlen in ^ 
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von der Form (16), wenn darin r, s als gleichartige Zahlen, 
d. h. r ^ 5 (mod. 2) gedacht werden. 

Daß umgekehrt jede Zahl von der Form (14) resp. (16) 
eine ganze Zahl in ^ vorstellt, leuchtet unmittelbar daraus 
ein, daß sie der Gleichung 

0)2 — 2ra> + r2 — ds2 _ 
resp. 

co^-rco + 7^^ = 

4 

genügt, in deren letzter für d^l (mod. 4) und r^s (mod. 2) 

r2 /7o2 

der Ausdruck einen ganzzahUgen Wert hat. 

Schreibt man noch in (16) r = 2t* + s, so nimmt diese 
Formel die Gestalt an 

(16 a) a> = M + s.^-tl^, 

worin u, s jeden ganzzahligcn Wert bedeuten. 

Erinnern wir uns nun des Begriffs eines Zahlenmoduls, 
so dürfen wir dem Ergebnisse der Untersuchung folgenden 
Ausdruck geben: 

Die Gesamtheit aller ganzen Zahlen des qua- 
dratischen Körpers Ä, die wir stets durch das Zei- 
chen g andeuten werden, ist im Falle d^ 2, 3 (mod. 4) 
identisch mit dem Zahlenmodul 

(17) 9 = ih y^] . 

dagegen im Falle d^l (mod. 4) identisch mit dem 
Zahlenmodul 

1+id 



(18) S 



1, 



2 

in beiden Fällen sind die Basiszalilen 1 , ]/c? bzw. 1 , — ~— 
selbst ganze Zahlen des Körpers. 

BeideFälle kann manfol&:endermaßenzusämmen- 
fassen: Sei wieder, wie bei den quadratischen Formen 

{D ^=d , wenn d e= 1 (mod. 4) 
D = 4(i, wenn d = 2, 3 (mod. 4) ; 
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dann läßt sich sowohl der Modul (17) wie (18) durch den 
folgenden: 

B + iD 



(20) 8 = 



1, 



2 

ersetzen. In der Tat geht der Ausdruck :;. 

^ B + JD 

für Z) = d in den anderen: «* + ^ • — ^-'— über, wenn 

d— 1 

gesetzt wird, und für D==4d in den anderen: r + s'\fd 
durch die Substitution x + 2dy ^^^r, y = s . 

Für die Diskriminante der Zahlen 1 , ^ , welche 

die Basis des Moduls bilden, und deren zweite auch eine 
ganze Zahl des Körpers ist, da sie je nach den beiden Fällen 

/7 _I_ i//7 

gleich — J— - oder 2e? + j^ , 4 h. von der diesen Fällen ent- 
sprechenden Form (16) bzw. (14) ist, findet sich der Wert 

Diese Zahl D wird hinfort, weil für die ganze Theorie von 
größter Wichtigkeit, als Grundzahl des Körpers S oder 
auch als Diskriminante des Moduls g, in Zeichen: 

(21) ^ (S) = -D 

bezeichnet werden. Auch schreiben wir zur Abkürzung 

(22) ^ - » 

und daher 

(23) Ö = [1.Ö]. 

4« Hieran knüpfen wir zunächst ein paar einfache Be- 
merkungen. 
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Zunächst leuchtet ein^ daß jede algebraisch ganze Zahl a> 
des Körpers, wenn sie rational ist^ sogar eine ganze rationale 
Zahl sein wird. Denn, ist sie von der Form (14), so wird, 
da s = sein muß, co = r] wenn sie aber von der Form (16) 

ist, so wird a> = -^ , da jedoch r^s^O (mod. 2) d. i. eine 

gerade Zahl ist, so ist auch in diesem Falle co einer ganzen 
rationalen Zahl gleich. 

Ferner zeigt sich ebenso leicht, daß Summe, DijSerenz 
und Produkt zweier ganzen Zahlen co^ , a>2 des Körpers 
wieder eine solche Zahl ist. Handelt es sich um zwei 
Zahlen 

o>i = ^1 + «1 ]^y coi^-r^ + s^id 
von der Form (14), so ist dies aus den Formeln 

ö>i + ö>2 = K + ^2) + («1 + S2) id 
a>i . a>2 = (ri r^ + ds^ s^) + (r^ s^ + r^ s{) id 

offenbar. Sind aber die Zahlen 

r^ + s^-ß r^ + s^id 



von der Form (16), in welchem Falle d = 45 + l gesetzt 
werden darf, unter d eine ganze Zahl verstanden, so ist 

,„ .,„ (^1 + ^2) + (^1 + h)^ä 
a>i -j- a>2 = -^ , 



wo ^1 + ^2 ^ ^1 + *2 (ntiod. 2), weil r^^^s^y ^2^ ^2 (mod- 2) 
vorauszusetzen ist; femer ist 

r + sVd 
ö>i • o>2 = 2~^ ' 

wo, wenn r^ = s^ + 2 Mj , r2 = Sg + 2 Mg gesetzt wird, 
r = -^— ^— 2 — ^^-^ = 5i «2 + Wl «2 + ««2 «1 + 2^5l «2 + 2wi «2 

s = 2 ^ ^1^2 + W1S2 + «*2 «1 > 

also wieder r^s (mod. 2) ist. 
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Bemerken wir endlich^ daß jede nicht ganze Zahl des 
Körpers als Quotient zweier ganzen Zahlen desselben dar- 
stellbar ist. Dies leuchtet für jede rationale Zahl des 
Körpers ein; jede andere Zahl co desselben aber ist Wurzel 
einer quadratischen Gleichung (5), also ist C = ^co Wurzel 
der ganzzahligen Gleichung 

C2-2rf + r2 — rfs2 = 0, 

deren höchster Koeffizient 1 ist^ somit eine ganze algebraische 

f 
Zahl des Körpers, und co = — ist der Quotient zweier 

t 
solchen^ deren Nenner t zudem, wie man sieht, als ratio- 
nale ganze Zahl gedacht werden kann. 

Man erkennt bis auf die verschiedene Bezeichnung in 

den Zahlen r + sYd des Moduls (17) die Gitterzahlen (62 a) 

vorigen Elapitels, in den Zahlen u + s • — ^-J— des Moduls 

(18) die Gitterzahlen (61 a) wieder, welche den Hauptformen 
mit der Diskriminante I) = ^d resp. D = d zugehörten. 
Die ganzen Zahlen des quadratischen Körpers mit der Grund- 
zahl D sind also nichts anderes als diese der Hauptform 
mit der Diskriminante D zugehörigen Gitterzahlen. Die 
Norm einer solchen Zahl a> ist im ersteren Falle 

N(co) = co • a)'-^ir + s^){r — sfd) = r^ — ds^ , 
im anderen Falle 

N{(o) = a> . a>'= (t* + |- + |-yd) (t^ + 1" - |-y^) 

= U^ + US -] «2 ^ 

4 

d. L darstellbar durch die entsprechende Hauptform. Um-* 

gekehrt ist jede durch diese Hauptform darstellbare rationale 

ganze Zahl m die Norm einer ganzen Zahl des quadratischen 

Körpers, denn aus den Gleichungen 

1 —d 
fji:^ r^ ^ cls^ resp. m = u^ + us -\ j — s^ 

folgt durch Zerlegung der Form in ihre irrationalen Faktoren 
sogleich ^ ,, , / 
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wenn 

CO 



n s s r^ 1 + Vd 

= r + sya resp. co = u + — + — ya'=^u + S' — ^ — 

gesetzt wird. Somit ist die Gesamtheit der durch die Haupt- 
form darstellbaren rationalen ganzen Zahlen identisch mit 
der Gesamtheit der Zahlen, welche Norm einer ganzen Zahl 
des Körpers sein können, und es tritt auf solche Weise 
sogleich eine enge Zuordnung zmschen den Zahlen der 
Gesamtheit g und der gedachten Hauptform zutage. 

5, Die Gesamtheit g ist aber nicht der einzige im 
Körper ^ enthaltene Zahlenmodul^ in welchem sich im 
Gegenteil unendlich viel solcher Moduln finden. Denu 
z. B. entspricht jeder bestimmten Zahl a> des Körpers ein 
in ihm enthaltener Modul [cu]^ d. L die Gesamtheit aller 
Zahlen x^ co , wenn x alle rationalen ganzen Zahlen bedeutet. 
Desgleichen enthält S, wenn Oi, cog zwei voneinander un- 
abhängige Zahlen des Körpers bezeichnen, den ganzen Modul 
[coi , CO2] / nämlich alle Zahlen von der Form a>^coi + x^ co^ 
für ganzzahlige x^, X2> Ein Modul der letzteren Art soU 
zum Unterschiede von denen der ersteren ein zweigliedriger 
Modul und coi, CO2 seine Basis heißen; diese Basis ist 
stets auch zugleich eine Basis des Körpers. Sind insbesondere 
coi, CO2 ganze Zahlen des Körpers, d. h. Zahlen in g, so 
sind nach der zweiten Bemerkung voriger Nimimer auch 
alle Zahlen des Moduls [oi , CO2] solche Zahlen, der gesamte 
Modul also nur ein Teil des Moduls g. 

Da auf die Eigenschaften derartiger Moduln die ganze 
Theorie des Körpers Ä sich begründet, müssen wir die wesent- 
lichsten derselben gleich im voraus besprechen. Sei 

(24) m = K , (02] 

ein zweigliedriger Modul ganzer Zahlen des Körpers und 
Sif ^8 irgend zwei in ihm enthaltene Zahlen, so bestehen 
zwei Gleichungen 

(25) fi = a coi + 6 CÜ2 , fg =* ^ <»i + ^<»2 

mit ganzzahligen Koeffizienten a, &, c, e?. Daraus folgt 

(26) (ad — 6c)-ö>i = dfi--6f2, (ad—fcc) • 0)2 = — c^i + afs« 
Demnach sind, wenn 

(27) ad-6c = +l 
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ist; auch umgekehrt co^ y cuj und folglich auch alle Zahlen 
CD = a^ a>i + a?2 a>2 des Moduls m linear durch f^ , f, mit 
ganzzahligen Koeffizienten darstellbar^ d. L Zahlen des Moduls 
[f 1 y ^2] f ^^^ ^ ^wx^ jede Zahl des letzteren zugleich mit 
1^ j ^^ la m enthalten sein muB^ so ergibt sich die Gleich- 
heit der Moduln [co^ , co^l und [f^ , fjl (vgl. Kap. 4, Nr. 1). — 
Die hierfür ausreichende Bedingung (27) ist zudem aber 
auch dafür notwendig; denn, sollen diese Moduln identisch 
sein, so muß der Ausdruck x^ co^ + x^ co^ für jedes ganz- 
zahlige Wertsystem Xi , x^ dem Ausdrucke y^ f 1 + ^2 f 2 ^ 
d. i. dem Ausdrucke 

für ein entsprechendes ganzzahliges Wertsystem y^ , y^ gleich 
sein, und umgekehrt, d. h. die Gleichungen 

^ = «yi + ^^2 y ^2 = ^Vi + ^Vt 

müssen für ganzzahlige a>^ y X2 auch ganzzahlige y^ , y^ er- 
geben, und umgekehrt, was nach Kap. 4, Nr. 1 des vorigen 
Abschnitts nur dann geschieht, wenn ad — 6c=«+l ist. 
Wir haben also folgenden 

Satz: Zwei zweigliedrige Moduln in g: 

[k y h] y [ö>i y ö>2] 

sind dann und nur dann miteinander identisch, wenn 
zwischen ihren Basen Gleichungen bestehen von der 
Form (25), in denen a, 6, c, d ganze rationale, der 
Bedingung ,(27) genügende Zahlen bezeichnen. 

Oder anch: Aus einer Basis oy^ , cog des zwei- 
gliedrigen Moduls m erhält man jede andere Basis 
desselben vermittels der Gleichungen (25), wenn 
darin für a, i, c, d sämtliche der Bedingung (27) 
genügende ganze Zahlen gesetzt werden. 

Denkt man in die Gleichungen (25) die Werte von 
li > ^2 > ^1 > ^2 eingesetzt, so müssen sie bestehen bleiben, 
wenn das Vorzeichen der in den letzteren auftretenden 

Irrationalität j^ verändert wird; mit anderen Worten: 
zwischen den zu jenen Zahlen konjugierten Zahlen |(, I2} ^iy ^^^2 
bestehen die völlig entsprechenden Gleichungen 

(250 fi = aa)i + bcoi , Si = ca>f + dcoi . 
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Daraus aber erschUeßt man nach einfacher Berechnung die 
Beziehung 

f 1 f 2 — f 2 f 1 = (<* ^ — ^ C) ' (0>1 Ö>2 — 0>2 G)l) y 

aufl welcher unter Voraussetzung der Gleichung (27) diese 
andere 

fl ^2 — ^2 fl = ±(ö>l Ö>2 — 0)2 a>0 

und folglich durch Quadrierung die Gleichung 

^(fl> 0"=^(ö>l> Ö>2) 

hervorgeht. Die Diskriminante der Basis eines zweigliedrigen 
Moduls m in g ist somit eine von der besonderen Wahl 
dieser Basis unabhängige^ nur durch den Modul selbst be- 
stimmte Zahl und soll deshalb die Diskriminante des 
Moduls genannt und kurz mit ^^(in) bezeichnet werden. 
Sie ist stets eine ganze rationale Zahl; denn einerseits 
ist sie (nach Nr. 2) rational^ andererseits als eine aus den 
ganzen algebraischen Zahlen (o^y 0)2, coi, coi nur durch 
Addition oder Subtraktion imd Multiplikation gebildete 
Zahl (nach Nr. 4) eine ganze algebraische^ daher auch 
eine ganze rationale Zahl. 

6, Der Modul g = [1 , 9] aller ganzen Zahlen des 
Körpers ist ein zweigliedriger Modul mit der Basis 1,6, 
dessen sämtliche anderen Basen y^, y^ dem Vorigen zufolge 
durch die Formeln 

(28) y^=^cc + ße, y,=^y + de 

erhalten werden, wenn oc, ß, y, d ganze Zahlen sind, welche 
der Bedingung (xß — yö=+l Genüge leisten; man kann 
daher dann auch schreiben 

(29) 9 = [yi , y,] . 
Für die Diskriminante 

fanden wir bereits in (21) den Wert 

(30) ^(8)-D, 

d. i. gleich der Grundzahl des Körpers. 

Es soll nun gezeigt werden, daß auch jeder in g ent- 
haltene Modul m , welcher zwei unabhängige Zahlen co^ , (O2 
enthält, ein zweigliedriger Modul ist. Die Zahlen coi , co. 
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könneD als unabhängige ganze Zahlen des Körpers in der 
Form 

geschrieben werden, worin a,b,c,d ganze Zahlen sind, 
für welche der Ausdruck A = ad^hc nicht verschwindet 
(Nr. 2). Hierbei darf A positiv gedacht werden, da andem- 
faUs dies erreicht würde, wenn man co^ durch ^co^ ersetzte, 
d. h. c, d mit entgegengesetztem Vorzeichen nähme, was 
erlaubt ist, da co^, —co^ ebensogut wie a>i, 0)3 unabhängige 
Zahlen sind. Daraus folgt 

Ay^, Ay^ sind also zugleich mit (o^ , CO2 Zahlen des Moduls m. 
!Nun sind alle Zahlen dieses Moduls als ganze Zahlen des 
Körpers von der Form 

^1 71 + ^2 72 

und unter ihnen gibt es solche, bei denen 0^ positiv ist, z. B. 
die Zahl A y^ , also auch solche, bei denen z^ einen kleinsten 
positiven Wert hat; eine solche Zahl sei 

h='^7i+'^72' 

Femer gibt es in m auch Zahlen von der Form % y^ 
mit positivem z^ , z. B. die Zahl A y^ ; sei 

diejenige von ihnen, wo z^ den kleinsten positiven Wert m 
hat. Es wird behauptet, daß diese Zahlen 

(31) |^_^y^^ fa^^n+wya, 

welche unabhäng sind, da die Determinante der Gleichungen 
gleich m • w , also von Null verschieden ist, eine Basis von m 
bilden. Setzt man nämlich in der Zahl 

ö> = ^1 yi + ^2 72 

dieses Moduls 

^2 = ff 2 w + rjj , ^i — q^l^^ifn + r^, 
worin 

(32) 0^ri<m, 0^r2<n 
gedacht wird, so findet sich 

ö> = n yi + ^2 ^2 + ffi f 1 + «2 h y 
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da nun o), ^i, S^ Zahlen in m sind, so ist auch r^ y^ + r^ y^ 
eine solche Zahl^ wegen rg < w und nach der Bedeutung von 
n ergibt sich deshalb rg = 0^ und da dann die Zahl gleich 
r^ yi wird, muß wegen r^ < m und nach der Bedeutung von 
m auch r^ = sein. Demnach hat jede Zahl a> des Mo- 
duls TU die Form 

ö> = ffi f 1 + ^2 f 2 > 

d. h. sie ist enthalten im Modul [|^ , Ig] > ^^^ ^^ umgekehrt 
jede Zahl des letzteren zugleich mit |^, Ig ^^^ ^^ ^^^ 
Moduls m ist, sind beide Moduln identisch: 

wi = [f 1 . f 2] > 

d. h. die beiden unabhängigen Zahlen 1^ , 1, ^^^ ^^^^ Basis 
von TU und somit m ein zweigliedriger Modul, w, z. b. w. 

Für irgend eine andere Basis Ci> C2 desselben Moduls 
bestehen Gleichungen von der Form 

fi = afi + 6f2* C2=cfi + rff2 

mit der Bedingung ad — 6c = +l; durch Substitution der 
Werte (31) für 1^, fj gehen sie über in die folgenden: 

Ci = (aw* + &Q?'i + 6wy2, C2 = (cw + cZZ)yi + rfny2 . 
Schreibt man dafür einfacher 

(33) Ci = Ä?'i + ^y2^ C2 = ?'yi + ^?'2^ 

so findet man die Beziehung 
(34) ä5 — )8y = (ad — 6c)-mw = +*^^' 

?• Sei jetzt 

o> = ^1 yi + ^2 ?'2 

irgend eine Zahl in g; man erhält dann wieder 

ß> = ^1 n + ^2 ^2 + ffifi + «2 ^2 

und folglich ist die DiflTerenz a> — (r^ y^ + rj yg) eine Zahl 
des Moduls m. Nun führen wir eine wichtige Verall- 
gemeinerung des Kongruenzbegriffes ein. Ekinnem 
wir uns, daß zwei rationale ganze Zahlen a, & kongruent 
genannt wurden (mod.m), wfmi ihre Differenz duS^h m 
teilbar oder eine Zahl des Moduls [m] war. In gleicher 
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Weise sollen fortan zwei ganze Zahlen co^ , cog des Körpers Ä 
kongruent heißen in bezug auf einen Modul m^ in Zeichen: 

coi == (O2 (mod. m) , 

wenn ihre Differenz eine Zahl dieses Moduls ist. 

Hiemach dürfen wir unser Ergebnis dahin aussprechen, 
daß wir sagen: 

Jede ganze Zahl des Körpers ist in bezug auf den 
Modul m der vorigen Nummer einer Zahl r^ y^ + rg yg ^^o^^" 
gruent, in welcher r^, r^ durch die Ungleichheiten (31) be- 
schrankt sind. Es leuchtet aber wieder ein, daß zwei ganze 
Zahlen, welche derselben dritten ganzen Zahl kongruent sind, 
es auch untereinander sein werden; man kann also auch hier 
alle ganzen Zahlen des Körpers in Klassen (mod.in) kon- 
gruenter Zahlen verteilen, indem man alle mit derselben 
Zahl r^ y^ + r^ y^ (mod. m) kongruenten Zahlen in eine KJasse 
vereinigt; daher wird die Anzahl dieser Klassen so groß 
sein, wie die Anzahl der nicht kongruenten Zahlen dieser Art. 
Nun können aber zwei nicht identische Zahlen dieser Art: 

(35) riy,+riy,, r^i^rily^ 

einander nicht kongruent sein, denn wäre etwa r^^r![ , so 
müßte dann die Differenz 

dem Modul m angehören, was, da rg — rj' eine nicht negative 
Zahl < n wäre, nur sein kann, wenn r2 = r^', die Differenz 
also gleich (^i — ^iOyi wäre, diese aber könnte wieder nur 
dann dem Modul m angehören, wenn es auch die entgegen- 
gesetzte Zahl {ri^rQy^ täte, und da in einer von beiden 
der Koeffizient von y^ nicht negativ und <w wäre, müßte 
auch rl == r^, die Zahlen (35) also identisch sein. 

Aus diesem Umstände ist zu schließen, daB die Anzahl 
von Klassen (mod. m) kongruenter Zahlen, in welche sich die 
Zahlen der Gesamtheit g verteilen, genau so groß ist, wie 
die Anzahl der Zahlen r^ y^ + ^2 ?'2 ? d. h. so groß, wie die 
Anzahl der Kombinationen aus den zulässigen Werten 
von r^ und r^ , also zufolge der Ungleichheiten (32) gleich 
m^n. Wir nennen diese Anzahl von Klassen die 
Norm des Moduls m und bezeichnen sie mit 9t(m). 
Die Zahlen r^ y^ + ^2 72 dürfen als Repräsentanten der Klassen 
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angesehen oder auch als ein vollständiges Kestsystem der 
ganzen Zahlen des Körpers (mod.m) bezeichnet werden. Ist 
insbesondere m = g , so ergibt sich der Definition der Norm 
zufolge offenbar 

Beachtet man die Gleichung (34) voriger Nummer, so 
kann man das erhaltene Eesultat auch in folgenden Satz 
fassen: 

Ist Tn = [Ci, ^2] ®^^ zweigliedriger Modul ganzer 
Zahlen des Korpers und sind seine Basiszahlen durch 
die Basiszahlen y^, y^ des Moduls g mittels der 
Formeln (33) bestimmt, so ist die Anzahl der Klassen 
(mod.m) kongruenter Zahlen, in welche sich die sämt- 
lichen ganzen Zahlen des Körpers verteilen, oder 
die Anzahl der Glieder eines vollständigen Kest- 
Systems (mod. m) 

(36) 9l(m) = +(Äa-)Sy). 
Aus den Formeln (33) findet man femer 

fi C.' - ^3 Ci' = («5 - )Sy) . (yi y!, - y, yf) , 
mithin durch Quadrierung 

oder 

^(Tn) = («<J-)8y)«.J(8). 

Mit Rücksicht auf (30) und (36) liefert diese Formel 
die wichtige Beziehung: 

(37) J(m) = ?i(m)2.D. 

8, Hiiben wir im Vorigen die Basis y^ , y^ von g be- 
liebig gedacht, so wollen wir nunmehr im besonderen die 
Basis 1 , dafür wählen. Dann erhält nach (31) der Modul m 
eine Basis f^ = m, f^ =^ ^ + wo, so daß 

m = [m, Z + nö] 

gesetzt werden kann. Führen wir nun die Zahl 

Z + nö 

a> = 

m 

ein, so läßt sich noch einfacher schreiben 

(38) m = m[l,a)] 
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Da nun o) eine irrationale Zahl des Körpers ^ bedeutet, 
ist sie Wurzel einer quadratischen Gleichung 

(39) az^ + hz + c^O 

mit ganzzahligen Koeffizienten, deren erster positiv und 
welche zusammen ohne gemeinsamen Teiler gedacht werden 
dürfen. Somit bestehen die Beziehungen 

aco^ + b(o + c = 



(40) 



0) + Cü'== 



— 

, CO • 

a 


Cü' = 


c 
a 


-6+yz 







2a 



wenn 

(41) b^-4:ac^A 

gesetzt wird. Hiemach ist 

(a coy + b'{aco) + ac = , 

mithin aco eine ganze algebraische Zahl des Körpers^ so 
daß mit ganzzahligen h^k 

(42) aco^h + kd 

gesetzt und dabei k positiv angenommen werden kann, da 
man andernfalls dies erreichen würde, wenn man, was er- 
laubt ist, da 

x + coy = x — co{—y) 

gesetzt werden kann, also [1 , co] = [1 , — o)] ist, im Modul (38) 
die Basiszahl co durch — a> ersetzte. Die Vergleichung 
von (42) mit der dritten der Formeln (40) ergibt dann mit 

Rücksicht auf den Wert = ^ — die Beziehung 

(43) J==*2.D. 

Nun ist mit dem Modul m ein anderer Modul o enge 
verbimden, den wir die Ordnung von m nennen wollen. 
Suchen wir die Gesamtheit o aller Zahlen oc von der Eigen- 
schaft, daß jedes Produkt oc y aus (x und einer Zahl y des 
Moduls TU wieder diesem Modul angehöre. Solche Zahlen 
gibt es, da z. B. für jede rationale ganze Zahl r der De- 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 12 
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finition eines Zahlemnodols entsprechend zugleich mit y auch 
das Produkt r • 7 in m enthalten ist; auch leuchtet ein^ daß 
sie einen Modul bilden, denn, sind a, a' zwei solche Zahlen, 
daß jedes der Produkte a y, a'y in m enthalten ist, so sind 
es auch (a 4^ Ä^y^ d. h. mit a, a' zugleich gehören auch 
<K +^(k' der Gesamtheit an. OflFenbar sind nun die ge- 
suchten Zahlen ä dieselben wie diejenigen, für welche jedes 
Produkt (xy aus a imd einer Zahl y des einfacheren Mo- 
duls [1 , cu] diesem letzteren Modul angehört. Soll (X eine 
solche Zahl sein, so müssen vor allem die Produkte ^-1 
und (X'(o dem Modul [l,a>] angehören, mithin erstlich 
(K == X -\-y(o sein, wahrend x^ y ganze rationale Zahlen be- 
zeichnen; zweitens ist dann 

/ ^y\ <^y 

= X(o + y(o^ = {x -jo) , 

damit also auch occo eine Zahl jenes Moduls sei, müssen 

— , — ganze Zahlen, also hyycy durch a teilbar sein, was 

y durch a teilbar erfordert, da a,6,c ohne gemeinsamen 
Teiler sind. Setzt man demgemäß y = az^ so muß jede 
Zahl Ä der gedachten Art die Form 

(44) Ä = a? + ^ • « tt) 

haben. Aber jede Zahl dieser Form ist auch wirklich eine 
der gesuchten, denn, bedeutet y ^u-^-vto irgend eine Zahl 
des Moduls [1 ^ co] , so findet sich 

(Ky = {x + z • a oy) • {^ -{■ V (o) ==^ XU -^ {zua '\- xv) (o -\- z av (o^ 

^{xu — czv) + {azu -{- XV — bzv)* (o , 

d. h. ocy ist eine Zahl in [1 , co] . Die Gesamtheit ist also 
die Gesamtheit aller Zahlen von der Form (44), d. h. der 
Modul 

(45) o = [l,aco]. 

Schreibt man aber (44) mit Beachtung von (42) in der Form 

(X = {x + hz) + kzO 

und bedenkt, daß x + hz,z ebensogut wie x,z selbst jedes 
Paar ganzer Zahlen ausmachen, so darf man die Ordnung 
von TU auch durch folgende Gleichung definieren: 

(46) o^[l,]c0]. 
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Hieraus folgen noch die Gleichungen 

(47) 4(o) = *2.J(g) = Ä;2.2)^ 

mithin 

(48) A^A{o), k = ^{o). 

Aus diesen Beziehungen ist zu entnehmen, daß jede 
Ordnung eines zweigliedrigen Moduls m ganzer Zahlen des 
Körpers ebenfalls ein solcher Modul ist, welcher zudem mit 
der Einheit zugleich alle rationalen ganzen Zahlen enthält 
Diese Eigenschaft ist, wie man leicht erkennt, für 
die Ordnungen eines quadratischen Korpers*) cha.- 
rakteristisch. In der Tat ist jeder Modul desselben von 
der angegebenen Beschaffenheit die Ordnung eines Moduls, 
nämlich jedenfalls seine eigene. Denn, setzt man ihn in die 
allgemeine Form m • [1 , co] , so muß m als die offenbar 
kleinste in ihm enthaltene positive ganze Zahl gleich 1, der 
Modul also von der Form [1 , o] und daher co eine ganze 
Zahl des Körpers, d. i. Wurzel einer ganzzahligen Gleichung 

co^ + b(o + c = 

sein, aus welcher a)^ = —hco — c als im Modul enthalten 
hervorgeht. Deshalb wird jede Zahl von der Form x + yo, 
die, wie oben gezeigt, für die Zahlen der Ordnung unseres 
Moduls [1 , co] notwendig ist, auch wirklich seiner Ordnung 
angehören, da das Produkt 

{x + yco)'{u + vco) 

wieder in die Gestalt u^+ v'co gebracht werden kann, also 
dem Modul [1 , co] angehört. Somit findet sich in der Tat 
die Ordnung unseres Moduls mit ihm selber identisch, d, h. 
der gedachte Modul ist eine Ordnung, w. z. b. w. 

Hieraus folgt insbesondere, daß die Gesamtheit g aller 
ganzen Zahlen des Körpers eine Ordnung ist. 

9. Nunmehr beschränken wir die fernere Betrachtung 
auf eine Kategorie von Moduln ganzer Zahlen des Körpers Ä , 
welche durch die Eigenschaft ausgezeichnet sind, daß ihre 
Ordnung o identisch ist mit g. Daß es solche Moduln 
gibt, leuchtet von vornherein daraus ein, daß g selbst einer 

*) Statt des Ausdrucks „Ordnung" wird auch die Bezeichnung 
„Zahlenring" verwendet. 

12* 
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ist. Jeder Modul dieser Art soll nach dem Vorgänge von 
Dedehind ein Ideal heißen, für welches also folgende De- 
finition aufgestellt werden kann: 

Ein Ideal des Körpers ^ ist ein Modul ganzer 
Zahlen desselben von der ausgezeichneten Eigen- 
schaft, daß alle seine Zahlen mit irgend einer ganzen 
Zahl multipliziert wieder Zahlen des Moduls sind. 

Daß jedes Ideal ein zweigliedriger Modul ist, also unter 
die voraufgehendeo Betrachtungen fallt, geht daraus hervor, 
daß, wenn C irgend eine in ihm enthaltene Zahl bezeichnet^ 
auch ^'6 ihm angehören muß, diese beiden Zahlen aber 
ebenso wie 1 imd 6 unabhängige Zahlen sind. 

Da für ein Ideal die Ordnung o gleich g ist, folgt mit 
Beachtung von (46) dann i = 1, also aus (43) J = D . Dem- 
nach hat jedes Ideal j die Form 

j = [mymoü] , 

während nach (45) seine Ordnung g auch als der Modul [1 , a a>] 
bezeichnet werden darf; da nun m co eine ganze Zahl, d. i. 
eine Zahl des letzteren Moduls ist, darf man mco^r + S'aQ}, 
d. h. r = 0,m = a5 und 

(49) ; = 5a.[l,a>) 
setzen, worin nach (40) und (42) 

ist, während a eine positive und h eine ganze Zahl be- 
zeichnet, für welche 

(50) V- = I) (mod. 4 a) 

oder 62 __ 4 ^ £. = 2) igt. Diese für ein Ideal notwendige 
Form (49) ist aber dazu auch ausreichend und somit ist sie 
für die Ideale charakteristisch. In der Tat genügt es zu 
zeigen, daß dann auch die Zahlen sa>Q und saco^O dem 
Modul angehören, denn alsdann sind auch alle Produkte 

{u + v0)'{sax + sa(oy)' 

==ux*sa + uy*sa(o + vX'SaO + vy^sacoO 

aus irgend einer Zahl in g mit irgend einer Zahl des Moduls 
in diesem enthalten. Dies folgt aber unmittelbar aus nach- 
stehenden Gleichungen: 
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B + h , -b+iD D + b ^ 
uO = — jr — • a + a • ^— ^ — = — - — • a + a • ao) , 

aa)0:=—^ 1 ^-?— = — c.a-i aco , 

wenn man bemerkt, daß in diesen — - — und 

ganze Zahlen sind, da aus (50) sich b^D (mod. 2) , d. i. 
i, D sich als gleichartige Zahlen ergeben. 
Aus den Beziehungen 

sa = sa-l4-0«ö, saco = sh • 1 + s > 

folgen nach (36) und (37) die Formeln 

(51) 3fi(j) = s^a, A{j) - s^a'^ • B . 

10. Für das besondere Ideal g ist in Nr. 4 ein inniger 
Zusammenhang mit der Hauptform von der Diskrimmante D 
festgestellt, insofern alle durch die letztere darstellbaren 
ganzen rationalen Zahlen Normen von Zahlen in g sind, 
und umgekehrt Für ein beliebiges Ideal ; läßt sich ganz 
ähnliches nachweisen. In der Tat, ist 

(52) C = sa'X ^ — ' sy 

irgend eine in j enthaltene Zahl, so findet sich 

[ = s^a • (afl?2-|- Ja;y+cy2)=3ft(y) . (ax^-\- bxy + cy^) , 

d. h. die Norm jeder in j enthaltenen Zahl ist das Produkt 
aus der Norm des Ideals in eine durch die Form (a, b, c) 
mit der Diskriminante D und positivem ersten Koeffizienten 
darstellbare Zahl 

m = ax^ + bxy + cy^ . 

Umgekehrt, wenn letztere Gleichung besteht, so ist durch 
Zerlegung der Form in ihre irrationalen Faktoren rückwärts 
zu schließen, daß die durch (52) definierte Zahl f eine Zahl 
des Ideals j ist, deren Norm gleich 3i (j) • m ist. Dies 
Resultat ist nur eine Verallgemeinerung des in Nr. 4 für g 
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erhaltenen, denn wenn j = Q gesetzt wird, ist gleichzeitig 

9^ (i) = 9^ (S) = 1 zu setzen. 

So findet sieh also jedem Ideale j eine bestimmte 
quadratische Form (a, 6, c) mit der Diskriminante D und 
positivem ersten Koeffizienten aufs engste zugeordnet. Da 
die Koeffizienten dieser Form nur durch a und aco bestimmt, 
aber von s unabhängig sind, so entspricht dieselbe Form 
unendlich viel Idealen, deren eines j =[af aco] ist, während 
die andern hieraus durch Multiplikation mit einer beliebigen 
ganzen Zahl s hervorgehen. — Aber auch umgekehrt ist 
jeder Form (a, 6, c) mit der Diskriminante D und positivem 
ersten Koeffizienten eine solche Serie von Idealen des Körpers 

mit der Grundzahl D zugeordnet. Denn ist co =» — - — 

£j Ob 

die erste Wurzel der quadratischen Form, so ist 5 • [a, aa>] 
für jedes ganzzahlige s nach voriger Nummer ein Ideal ^*, 
das mit der Form (a, 6, c) in dem zuvor erwähnten Zu- 
sammenhange steht. 

Nun sei aber % x\ + ^i ^i y\ + <^\ J/i ^ioe zweite Form 
mit der Diskriminante 1) und positivem ersten Koeffizienten, 
von der wir annehmen wollen, sie sei eigentlich äquivalent 
mit der Form aa?* + 6fl?y + cy^^ so daß diese durch eine 

Substitution . ^ . ,. 

x = o(.x^-{-ßy^, y=-YXi + dy^ 

in jene und umgekehrt die letztere durch die Substitution 

Xi = dx — ßy , yi = —yx + (xy 

in die erstere übergeht, während ocd — ßy^l sei Dann wird 

(54) a^d^ — \dy + c^y^^a 

sein und zwischen den ersten Wurzeln co , (o^ beider Formen 
diese Gleichung bestehen: 

(55) a>=^^^^. 

yco^ + ö 

Dem Voraufgehenden zufolge ist der Form (a, 6, c) 
ein Ideal j^[a, aco], der Form (% , 6^ , q) ein Ideal 
j^ = [% , % Wy\ des Körpers Ä zugeordnet. Dem ersten von 
beiden kann man die Form geben: 
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Hier ist der Modal zur Rechten gleich dem Ideale j^ , denn 
seine Basiszahlen sind lineare Verbindungen der Basiszahlen 
a^, % o>i von j\ , während die Koeffizienten der Verbindung 
die Gleichung d » oc — y > ß = 1 erfüllen. Andererseits ist 
der Nenner da^ + ya^cDj^ eine ganze Zahl des Körpers ^y 

deren Norm ^öa, + ya,co^) . {da^ + ya,coi) 

—h Ci 

wegen a>i + a>i = , (Oi (ol = — sich leicht gleich 

% (% d^ — hidy + Ci y^) = a^a 

findet: der Bruch -z ; ist demnach eine Zahl n 

öa^ + ya^co^ ^2 « 

des Körpers, deren Norm gleich = — , mithin positiv 

ist. Aus der angenommenen eigentlichen Äquivalenz der 
Formen {a^hy c)y (»i, &i, c^) folgt also die Existenz einer 
Zahl Yi des Körpers mit positiver Norm von der BeschaflPen- 
heit^ daß zwischen den den Formen zugeordneten Idealen 
jyjy^ die Beziehung 

(56) j = rj . jj^ 

besteht. 

Umgekehrt, wenn eine solche Beziehung zwischen zwei 
Idealen stattfindet, so sind die beiden ihnen zugeordneten 
quadratischen Formen einander eigentlich äquivalent Denn aus 

[a, aco] = ri • [a^, % coi] = [iy % , rja^co^] 

folgt zunächst, daß rja^, ^ % ^1 ? ^^so auch ihre Konjugierten 
ganze Zahlen des Körpers sein müssen, ferner aber, daß 
zwischen den Basen der beiden Moduln bzw. ihren Konju- 
gierten Gleichungen bestehen müssen von der Form 

j a — oc ' fj Ol -i- ß • tj a^coi , a co = y • rj a^ -{- d ' rj a^coi , 

\a = oc 'rj'€ti + ß'tj'aicoiy aw' = y 'ri'a^-\- d^rj^aicoiy 

worin oc, ß^y, d rationale ganze, der Bedingung ocd — ßy = +1 
genügende Zahlen sind, Gleichungen, aus denen die folgende: 

y + d(Oi 



CO = 



d. i die Äquivalenz der Zahlen co , cou also auch diejenige 
der Formen (a, 6, c), («1, 61, c^), deren erste Wurzeln sie 
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sind^ erschlossen wird. Diese Äquivalenz ist zudem die 
eigentliche, denn aus (57) leitet man die Gleichung 

d. h. wegen 

-iß , -iD 

CO — (o = — - — , a>i — a>i = — - — 

a a^ 

diese andere: 

a^{ocd — ßy) • N{rj) • a^ 

her; da aber nach Voraussetzuug a, a^, ^iv) positiv sind, 
folgt (xd--ßy = +l. 

11. Weil hiernach das Bestehen einer Beziehung von 
der Art der Gleichung (56) zwischen den Idealen j,^^ voll- 
kommen gleichbedeutend ist mit der (eigentlichen) Äquivalenz 
der zugeordneten Formen, sollen hinfort zwei Ideale ;, j^ , 
zwischen denen eine Beziehung (56) stattfindet, selbst 
einander (eigentlich) äquivalent heißen. Man sieht 
so die frühere Frage nach der Äquivalenz zweier Formen 
wieder unter einen neuen Gesichtspunkt gestellt, von dem 
aus ihre eigentlich arithmetische Bedeutung sichtbar wird. 
Durch die im vorigen festgehaltene Voraussetzung, wonach 
der erste Koeffizient der zu untersuchenden Formen positiv 
sein sollte, wird der Allgemeinheit der Untersuchung kein Ab- 
bruch getan. Denn man kann dabei eine Form ax^ + ixy + cy^ , 
deren erster Koeffizient negativ wäre, leicht durch eine andere, 
ihr eigentlich äquivalente ersetzen, in welcher dies nicht der 
FaU ist. In der Tat, sei m irgend eine positive ganze Zahl, 
die durch {a, h, c) eigentlich darstellbar ist, wie es deren 
stets gibt, etwa m = a(x^ + h(xy + cy^f und seien /8, ^ so 
gewäÜt, daß ocd — ßy == 1 ist, so geht (a , 6 , c) durch die 
Substitution 

X = ocx'+ ßy', y = yx'+dy' 

(siehe vorigen Abschnitt, Kap. 5, Nr. 4 und 5) in eine ihr 
eigentlich äquivalente Form {my r, n) mit positivem ersten 
Koeffizienten über, welche zur Untersuchung der Äquivalenz 
an Stelle von (a, 6, c) gesetzt werden kann. 

Die Beziehung (56) ist von der Art, daß zwei Ideale, 
welche demselben dritten Ideale äquivalent sind, es auch 
unter sich sind; denn aus zwei Gleichungen y=^i*A> 
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9 = V2'h f worin rj^ , rj^ zwei Zahlen des Körpers mit posi- 
tiver Norm bedeuten^ folgt rj^j^ =rj^j^^ also 



Vi 



V2 



WO nun auch -^ eine Zahl des Körpers mit positiver Norm 

Vi 
sein wird. Wenn man demnach sämtliche Ideale des Körpers, 

welche unter sich (eigentiich) äquivalent sind, stets in eine 

Klasse von Idealen zusammenfaßt, so muß jeder Idealklasse 

eine bestimmte Klasse äquivalenter Formen mit der Dis- 

kriminante D eindeutig zugeordnet sein, und umgekehrt, so 

daß die Anzahl der Idealklassen ebenso groß ist, wie die 

der Formenklassen. Da nun (vor. Abschn. Kap. 5, Nr. 16 

und 20) nachgewiesen ist, daß die letztere nur endlich ist, 

dürfen wir den äußerst wichtigen Satz aussprechen: 

Die Anzahl der Idealklassen ist endlich. 

Wir heben diejenige Idealklasse als Hauptklasse 
hervor, welche der Hauptklasse der quadratischen Formen 
entspricht, deren Ideale nämlich mit g äquivalent sind, so daß 

j ^ r] ' Q = rj '[1 j 0] = [tj , rj 0] 

gesetzt werden kann. Da die Zahlen eines jeden Ideals 
ganze Zahlen des Körpers sind, muß insbesondere auch die 
im Modul zur Rechten enthaltene Zahl rj selbst eine ganze 
Zahl sein. Ist diese Bedingung aber erfüllt, so bezeichnet 
in der Tat der Modul ein Ideal, da mit rj und i] zugleich 

tj{u + v0) = U'i] + V'r]0 
und 

rj0{u + v0)=^ r V'tj + {u + vD)'rj0, 

mitiiin auch jedes Produkt {rj • x + t] • y){u + v 0) aus 
einer Zahl des Moduls in irgend eine ganze Zahl wieder eine 
Zahl des Moduls ist; ist also zudem noch die Norm von t] 
positiv, so ist das Ideal äquivalent mit g. Man erkennt 
hieraus, daß alle Ideale der Hauptklasse und nur solche er- 
halten werden, wenn man g mit allen ganzen Zahlen, deren 
Norm positiv ist, multipliziert. Sie sind also, wenn wir 
mit C eine solche Zahl bezeichnen, mit den Moduln f-g 
oder, wie wir lieber schreiben wollen, mit gf identisch. 
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Derartige Ideale werden wir Hanptideale nennen. Setast 
man C = ^ + t; d , so findet sich 

woraus nach (36) 

d. i. 

(58) 5ß (9 C) = m) 

hervorgeht. 

12. Sind j^ , J2 irgend zwei Ideale und bezeichnet f 
jede Zahl des ersten^ tj jede Zahl des zweiten von ihnen^ so 
ist die Gesamtheit der Produkte f • rj nicht notwendig wieder 
ein Zahlenmodul, wohl aber entsteht ein solcher^ wenn man 
jener Gesamtheit noch alle durch Addition solcher Produkte 
entstehenden Zahlen hinzufügt. Sind nämlich z. B. 

irgend zwei so entstehende Zahlen^ so ist ja auch ihre Summe 

f^ + fl^l + f2^2+f8^8 

eine durch Addition von Produkten der angegebenen Art 
gebüdete Zahl, nicht minder auch ihre Differenz 

f ^ + fl ^1 + ( — ^2 ^2) + (-^8 ^s) > 

da mit ^^, fg ^^'^ ""^2? —^8 Zahlen in j^ sind. Die ge- 
dachte Gesamtheit von Produkten und Summen von Produkten 
aus je einer Zahl in j^ und je einer Zahl iQ j^ hat also die 
charakteristische Eigenschaft eines Zahlenmoduls und zwar 
genauer diejenige eines Ideals; denn, bezeichnet C j^de ganze 
Zahl des Körpers, so wird mit f iy + fi^i + • • • zugleich 
auch C(f^ + fi^i + .-.) = Cf-«7 + Cfi-^i+ ... der ge- 
dachten Gesamtheit angehören, da Cf> Cfi> .•• zugleich 
i^t fi ? ^2 ? • • • Zahlen des Ideals j^ sind. Wir werden 
die so definierte Gesamtheit J von Zahlen das 
Produkt der beiden Ideale nennen und 

(59) J-k'h 

setzen, und dürfen den Satz aussprechen: das Produkt 
zweier Ideale ist wieder ein Ideal. 



Zahlen, Moduln; Ideale des Körpers. 187 

Das Produkt eines Ideals j in das Ideal g ist stets mit 
dem ersteren identisch: 

(59 a) 9i = ;; 

in der Tat gehört der Definition eines Ideals zufolge jedes 
Produkt aus einer Zahl in g und eiaer Zahl in jy also auch 
jede Summe solcher Produkte wieder zu jy andererseits ist 
aber auch jede Zahl f in /, da sie gleich 1 • f gesetzt werden 
kann und 1 in g enüialten ist, eine Zahl des Produktes g;, 
und somit ist die Gesamtheit der Zahlen in gj und diejenige 
der Zahlen in j ein- und dieselbe. 

Seien nun j[ , j!^ zwei andere Ideale und 

(60) J' = ji'ji 

ihr Produkt. Wenn j[y j^ den Idealen j^ , j^ resp. äquivalent 

sind, so daß, unter ri^ , ri^ ^^^^ Zahlen in ^ mit positiver 

Norm verstanden, ji = 'f]i'ji y J2 = %'h gesetzt werden 
kann, so schließt man aus (59) und (60) 

wo nun auch r]ii]2 ^^^ Zahl in Ä mit positiver Norm sein 
wird, mithin die Äquivalenz der Ideale J, J^ oder den 

Satz: Sind Ci, Cg zwei Idealklassen, so gehören 
die verschiedenen Ideale, die durch Multiplikation 
aus einem Ideale der ersten in ein Ideal der zweiten 
Klasse entstehen, sämtlich ein- und derselben 
Klasse K an. — Diese, somit nicht von der individuellen 
Auswahl der Ideale aus C^ und Cg abhängige, sondern allein 
von den Klassen C^ , C^ selbst bestimmte Klasse K soll 
aus Ci und Cg zusammengesetzt heißen und als ihr Pro- 
dukt geschrieben werden, wobei die Reihenfolge der Faktoren 
offenbar gleichgültig ist: 

(61) S. = C^ ' C2 = C2 • Gl • 

Wird in solcher Weise eine Klasse C mit der Hauptklasse H 
zusammengesetzt, so entsteht wieder die Klasse C: 

(61a) H^C^C) 

denn, ist j ein Ideal in (7, so gehört, da g ein Ideal der 
Klasse H ist, g^ der Klasse H^C an, die keine andere sein 
kann als C, da g^' = ; ist. 
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13. Sowohl die Multiplikation von Idealen als auch die 
Zusammensetzung ihrer Klassen kann ohne weiteres von 
zwei auf beliebig viel derselben ausgedehnt werden, uud 
daraus geht der Sinn einer Formel wie diese: 

JK. = C • Cj • C2 ... C« _ 1 

hervor. Sind dabei die einzelnen Klassen, aus denen K. 
durch sukzessive Zusammensetzung entsteht, miteinander 
identisch, so schreibt man solche Formel auch in der Form 

und nennt K die nte Potenz von C, Ebenso bezeichnet y** 
das Ideal, welches durch die eben definierte Multiplikation 
aus n Faktoren ; hervorgebracht wird. 

Bildet man in dieser Weise für irgend eine Idealklasse C 
die aufeinanderfolgenden Potenzen C, (7^, C^, (7*, . . . , so 
folgt aus der nur endlichen Anzahl verschiedener Ideal- 
klassen, daß jene nicht alle voneinander verschieden sein 
können, daß vielmehr einmal eine spätere (7"*+** mit einer 
früheren C"* identisch sein muß: 

(62) (7»»+'» = (7"» . C" = C»" *) . 

Nun sei ; irgend ein in C enthaltenes Ideal; dann findet 
sich in (7*", (?*•, (7'"+»» resp. das Ideal y*",i**,y*"+**, und aus 
der Gleichheit (62) der Klassen O'^ und C^ • O folgt die 
Äquivalenz der Ideale /** und j^*j*^, d.i. eine Gleichung 

(63) rj.jm =:.jm.j^ ^ 

in welcher rj eine Zahl des Körpers Ä mit positiver Norm 
bedeutet. Dies vorausgeschickt, bezeichne man mit oc^ , «2 
eine Basis des Ideals j^ , mit ß^ , /Sg ^^^^ Basis des Ideals y*»; 
dann sind die Produkte oc^ ßy y (x.^ ßn ^1 ßi j ^2 ß^ Zahlen 

*) Daß in der Tat 0*"+" =0*^.(7** gesetzt werden kann, er- 
sieht man leicht, wenn man bedenkt, daß nach der Bildungsweise 
eines Idealproduktes 

gesetzt werden kann; daraus folgt dann allgemeiner 

3 '3 =3 9 

also auch die obige Gleichheit. 
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des Ideals /"».j^, und da sie zufolge (63) auch in iy •;"» ent- 
halten sind, so ergeben sich Gleichungen von der Form 

(64) I ^1 ^1 "" ^ (^ ^1 + ^2 öta) , oc^ßi^ri (y^ oc^ + y^ oc^) 

mit ganzzahligen Koeffizienten x^y x^y y^, y^, x[, ... 
Schreibt man die beiden ersten in der Form 

SO erhält man durch Elimination von a^ , «g ^^s ihnen die 
Beziehung 

('^-t)(*-^)-'""-" 

oder . . .2 ß 

\^) - (^ + ^2 ) • Y + ^1 ^2 "" ^ ^1 == ^ ' 

d. h. — ist Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Koeffizienten, deren erster gleich 1 ist, also eine 
offenbar im Körper S enthaltene ganze algebraische Zahl y^. 
In gleicher Weise schließt man aus den beiden letzten 

Gleichungen (64), daß — eine ganze algebraische Zahl y^ des 
Körpers ^ ist. Demnach ist 

und aus (63) folgt 

[öCi , Ä2] = [öCi , öCg] • [yi , yj] . 

Nun sind offenbar alle Zahlen des rechtsstehenden Produkts 
von der Fonn 

^ • ^1 yi + ^2 • ÖCi ^2 + ^8 • ^2 71+^1' ^2 72 

mit ganzzahligen Koeffizienten ^ > ^2 ? ^s 9 ^4 > zufolge der 
vorstehenden Gleichung haben diese Form also auch alle 
Zahlen des Moduls [oc^ , tXj] , insbesondere darf man dem- 
nach setzen 

oci = xl ' ociy^ + xi ' oc^y^ + xi ' oc^yi + xi ' oc^ y^ 
Äg = x'^ • «1 71 + x!l • Äi 2^2 + ^r • 0^2 yi + x'i . Ä2 72 
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mid erfaalty wenn man ^ > ^ ans diesen beiden Gleidrangen 
eliminiert^ die folgende Beziehung: 

da aber die hier auftretenden Produkte als Prodakte einer 
ganzen Zahl in eine Zahl des Moduls \y^^ y^y der offenbar 
ebenso wie [ß^ , ß^ ein Ideal ist, wieder Zahlen des letzteren 
und daher die ganze rechte Seite der vorigen Gleichong eine 
solche Zahl ist^ so findet sich 1 als eine im Ideale \y^ , y^ 
enthaltene Zahl. 

Das einzige Ideal aber, welches die Zahl 1 enthalt, ist 
das Ideal g. Denn, da jedes Ideal / die Form (49) hat, 
derzufolge «a die kleinste in ihm enthaltene rationale ganze 
Zahl ist, moB, wenn es die Zahl 1 enthalt, sa = l, d.h. 
^ — > a » 1 und somit 

; = [l,a>] = [l,Ä+ö] = [l,Ö] = 9 

sein. — Hieraus schließt man für unsere Betrachtung, daß 
[yi > ^2] =* 9 iiiithin y~ =. iy . g , d. h, äquivalent mit g oder 
ein Hauptideal, und daher die Klasse (7~, der es angehört, 
die Hauptklasse ist. 

Auf diese Weise ist folgendes Ergebnis gewonnen: 
Für jede Idealklasse C gibt es eine gewisse 
Potenz C^j welche mit der Hauptklasse H identisch 
ist. Allgemeiner ist dann für jedes positive ganzzahlige q 

Man schließt weiter, daß es zu jeder Klasse C eine 
Klasse C gibt, die mit ihr zusammengesetzt die Hauptklasse 
gibt, nämlich (7^= C**"^. Es gibt aber auch nur eine solche 
Klasse. Wäre nämlich 

C • Ci = Sf C/ • Cjj = S f 
so ergäbe sich ^ ^ ^ ^ 

aus jeder solchen Beziehung zwischen Idealklassen folgt aber 
stets die Gleichheit C^=^ C^^ denn, multipliziert man sie mit 
C**~^ und beachtet die Gleichung C" =-iff, so erhält man 
-ff« Ci = IT« Cj , d. i. aber wegen (61a) die Gleichheit Ci = Cj • 
Die somit völlig eindeutig definierte Idealklasse C^ heiße die 
Reziproke zu (7. 
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14. Unter allen Potenzen von G, welche mit H iden- 
tisch sind, wird eine die niedrigste sein; nennen wir diese 
Potenz C* f so soll e der Exponent heißen, zu welchem 
die Klasse G gehört. Man überzeugt sich unschwer, daß 
er ein Teiler von der Anzahl h, aller Idealklassen ist. Dies 
wäre der Fall, wenn e=Ä, d. h. mit den verschiedenen Potenzen 

(65) (7, C\ CS... C* 

die Gesamtheit der Idealklassen erschöpft wäre, Ist aber 
e<,h, so sei C^ eine der übrigen Idealklassen, und man 
bilde die Produkte 

(66) CG,, C^Ci , C^Ci , . . . , C'C, . 

Diese sind erstens verschieden von den Klassen (65), 
denn bezeichnen m, /m zwei Zahlen ^e, so folgte aus 
C*» . (7i = Cf* die Gleichung 

C' . Gl d. i. H' C^^C^= C'+f^-fn . 

setzt man nun e + ju — m^^q'e + Ty wo r^e den kleinsten 
positiven Best (mod. ß) bedeutet, so wird 

9 

und somit wäre C^ gegen die Voraussetzung eine der Klassen 
(65). Die Produkte (66) bezeichnen aber zweitens auch lauter 
untereinander verschiedene Klassen, denn wären zwei nicht 
identische dieser Produkte gleich, etwa C*" • C^ = (7^ • Ci , so 
erschlösse man aus dieser Gleichung nach Ende voriger 
Nummer die Gleichheit C*" = (7^ , d. i. die Identität der 
Produkte gegen die Voraussetzung. Demnach gibt es min- 
destens die 2 e Klassen (65) und (66). Ist aber außer ihnen 
noch weitei^ eine Klasse Cg vorhanden, so liefert die Reihe 

(67) C.C,,C^'C,,C^.C,,...,C^^C,, 

wie nun auf gleiche Weise zu erkennen ist, e sowohl unter 
sich, als von den Klassen (65) verschiedene Klassen; sie 
sind aber endlich auch von den Klassen (66) verschieden, 
da aus einer Gleichung C^-Cg =(7"*-Ci die andere: 

C'.Ca d. i. ff.(72 = (72=C'+'»-^.(7i 

oder, wenn e + m — iLL = qe'{-r gesetzt und r^e gedacht 
wird, die Gleichung Cg = (7** • C^ d. h. gegen die Voraussetzung 
G^ als eine der Klassen (66) sich ergäbe. Ist nun außer 
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den 3 e Klassen (65), (66), (67) noch eine weitere vorhanden, 
so treten ebenso wieder gleich e neue Klassen hinzu, usw.^ 
bis alle Idealklassen erschöpft sind und deren Anzahl Ji als 
ein Vielfaches von e hervorgeht. 

Setzt man demgemäß h = q»e, so liefert die Bemerkung 
gegen Ende voriger Nummer die Gleichung 

(68) C^^H 

oder den Satz: Bedeutet h die Anzahl der Idealklassen^ 
so ist die hie Potenz jeder Idealklassse mit der 
Hauptklasse identisch. 

Diesem Satze völlig gleichbedeutend ist der andere 
Ausspruch: daß die Ate Potenz eines jeden Ideals ; 
ein Hauptideal: 

(69) ;•* = f 

ist. Hieraus fließt wieder ein neuer Satz, dessen funda- 
mentale Wichtigkeit für die Arithmetik des Körpers Ä 
sehr bald erhellen wird, und der sich aussprechen läßt, 
wie folgt: 

Zu jedem Ideal j gibt es ein Ideal j^ von solcher 
Beschaffenheit, daß das Produkt j'ji ein Haupt- 
ideal wird. In der Tat leistet das Ideal j^ =y*"^ jeden- 
falls dieser Forderung Genüge. 

Zweites Kapitel. 
Die Einheiten des quadratischen Körpers. 

!• Indem wir uns nun dazu wenden^ die einzelnen 
ganzen Zahlen des Korpers ^ für sich zu betrachten, um 
sie auf ihre arithmetischen Eigenschaften zu prüfen, wird es 
sich wesenüich um ihre Teübarkeit, insbesondere um die 
Frage handeln, ob im Körper Ä die gleichen Gesetze der 
Teilbarkeit wie im rationalen Zahlenkörper, z. B. die ein- 
deutige Zerlegung jeder Zahl in Primfaktoren, in Gültig- 
keit bleiben oder nicht, und wie etwa sie im letzteren Falle 
zu ersetzen sind. 

Wir nennen aber eine ganze Zahl f* des Körpers 
5£ teilbar durch eine andere ganze Zahl | desselben, 
wenn eine ganze algebraische Zahl rj vorhanden 
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ist der Art^ daß t = f - 17 gesetzt werden kann. Da hier- 
ans ri = — folgt, so moB die gedachte 2iahl 1; dem Körper ^ 

angehören^ also ebenfalls eine ganze Zahl dieses Korpers 
sein. Sind nun etwa 

mithin 

r + 86 = {t + uO) {v + w0) j 

wo ö = jr^ — , 80 maß diese Gleichong bestehen bleiben. 

Cd 

wenn ^D in -—IpÖy d. h. 6 und damit f, f , ?; in die kon- 
ju^erten Zahlen 6\ CS f% ^' verwandelt werden; aas 
^ STB ( .fj folgt daher f = f ' . rj^ and folglich auch 

(1) - NiO'=N{iv)-NiS)'N(f))- 

Die Normen ganzer Zahlen sind aber rationale ganze 
Zahlen^ denn nach Nr. 2 vorigen Kapitels sind sie rational, 
als Produkt zweier (konjugierter) ganzer algebraischer Zahlen 
aber (nach Nr. 4 das.) selbst ganze algebraische Zahlen und 
daher (ebendas.) rationale ganze Zahlen. Ist demnach 
keine der Zahlen f , rj eine solche, deren Norm gleich + 1, 
so müssen N{i), -Z^(iy) ganze von ±^1 verschiedene Zahlen 
kleiner als N{t) sein. Nennt man nun, wenn C durch f 
teilbar oder ein Vielfaches von {, oder letztere Zahl ein 
Teiler von C ist, die Darstellung von C hi der Form C = f • ^ 
eine Zerlegung von C in Faktoren, so geht aus der letzten 
Bemerkung unmittelbar hervor, daß eine ganze Zahl C i^ur 
in eine endliche Anzahl von Faktoren zerlegbar ist, deren 
Normen von +1 verschieden sind. Denn andernfalls zerfiele 
ihre Norm N{C) in eine unbegrenzte Menge von kleineren 
und von ±1 verschiedenen ganzzahligen Faktoren, was 
för eine rationale ganze Zahl bekanntlich nicht möglich ist. 
So ist als erstes wichtiges allgemeines Ergebnis der Satz 
gewonnen: 

Jede ganze Zahl C des Körpers ^ ist entweder 
unzerlegbar oder nur in eine endliche Anzahl von 
Faktoren zerlegbar, wenn man von solchen Faktoren 
absieht, deren Norm gleich ±^1 ist 

Bachraann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 13 
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Zwei ganze Zahlen | und C ^ I * ^ > ^^ sich nur um 
einen Faktor rj mit der Norm + 1 unterscheiden, soUeu 
assoziiert heiJBen. Kennt man die Zerlegung Qiner dieser 
Zahlen in Faktoren, deren Normen von + 1 verschieden sind, 
so hat man damit offenbar diese Zerlegung auch für jede 
ihr assoziierte Zahl; um also für jede Zahl des Körpers 
jene Zerlegungen zu finden, bedarf es nur deren Auffindung 
für je eine Zahl aus jeder Gruppe von assoziierten Zahlen; 
zur Bildung dieser letzteren aber hat man die Kenntnis aller 
ganzen Zahlen i] des Körpers nötig, für welche 

(2) N{fi) = ±1 

ist Diese Zahlen sollen Einheiten genannt werden. 
Sie können auch als die Teiler der Zahl 1 definiert werden; 
in der Tat, besteht die Gleichung (2), d. h. 1 = ±f]^*v f 
so ist 97, da auch die konjugierte Zahl t]' eine ganze Zahl 
ist, ein Teiler von 1; umgekehrt, wenn t] ein Teiler von 1, 
also 1=^ V'Vi ^^y während rj^ eine ganze Zahl bedeutet, so 
ist auch N{r]) • N{i]i) = 1 , mithin die ganze rationale Zahl 
N{rj) = +1 . Denmach ist durch eine Einheit 17 des Körpers 
jede ganze Zahl f desselben teilbar, denn aus C = 1 • f und 
1 = rj .rjj^ folgt C = ^ • ^1 C > wo r]iC eine ganze Zahl, und 
umgekehrt wird eine ganze Zahl des Körpers, durch welche 
jede seiner Zahlen, also auch die Zahl 1 teilbar ist. eine 
Einheit sein. 

2. Wir richten nun zunächst unsere Bemühung darauf, 
alle Einheiten des Körpers zu ermitteln. Es genügt, alle 
diejenigen zu finden, deren Norm +1 ist, die wir hinfori 
ausschließlich als Einheiten betrachten wollen, während die- 
jenigen mit der Norm —1 etwa als Halbeinheiten be- 
zeichnet werden mögen. Kennt man nämlich die ersteren, 
die mit f bezeichnet seien, und gibt es überhaupt in ^ eine 
Einheit t] mit der Norm —1, so erhält man aus dieser einen 
sämtliche übrigen durch den Ausdruck t] > e; in der Tat ist 
einerseits rj e eine solche, da N{rj e) = N{r]) • N{£) = — 1; ist 
aber rj^ irgend eine der Halbeinheiten und rj^ die Konju- 
gierte von 7], so daß t] »rj' = —1, so ist € = — ly'-i/i eine 
Einheit mit der Norm N{€) = -ZV(-l) • Nitj") • N{r]^) = +1, 
und somit rji = —rj tj' • rj^ = t] • e von der zuvor bezeichneten 
Form. 

Nun hat jede der gesuchten Zahlen e als ganze Zahl 
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des Körpers die Form e = x + yO, und es ergibt sich zur 
Bestimmung der Zahlen x^y die Bedingungsgleichung 

(3) Nie) = Ni. + ye)={^^^J-D.^^l. 
Sie nimmt, falls D = id ist, die Gestalt 

worin X = x + 2dy,Y=y, und falls D = d = id+X 
ist, die Gestalt 

N{e)^X^ + XY+ ^-^ r 2 « 1 

an, worin X = x + 2dy, T = y gedacht ist. Da nach 
diesen Beziehungen aus ganzzahligen x,y sieh auch ganz- 
zahlige X, Y ergeben und umgekehrt, so sind die Einheiten e 
und die Darstellungen der Eins durch die jedesmalige Haupt- 
form mit der Diskriminante D einander eindeutig zugeordnet. 
— Aus (3) ergibt sich femer die Gleichung 

(4) P-Du^ = 4:, 
wo 

(5) t^2x+Dy, u=^y 

gesetzt ist. Jede Einheit e liefert also durch die Gleichungen (5) 
eine ganzzahlige Losung der Gleichung (4). Aber auch um- 
gekehrt; bedeuten nämlich t^u irgend eine ganzzahlige 
Lösung dieser Gleichung, so sind, wenn D = d=s4^ + 1» 
entweder beide Zahlen t, u gerade oder beide ungerade; ist 
aber D = Ad, so muß t gerade sein; in allen Fällen liefern 

dann aber die Formeln (5) ganzzahlige Werte x = — - — , 
y = Uy also eine ganze Zahl 

(6) e^. + ye^t+^ 

mit der Norm +1. Hiemach kommt die Au%abe, alle Ein- 
heiten € des Körpers zu finden, auf die andere zurück, 
alle ganzzahligen Auflösungen der Gleichung (4) zu ermitteln. 
Letztere Aufgabe ist zuerst von Fermat gestellt und be- 
handelt worden, und so sollte die Gleichung (4) wohl 
JPermo^sche Gleichung genannt werden, doch heißt sie ge- 
wöhnlich PßJJsche Gleichung, wie EuUr sie getauft hat, in- 

18» 
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dem er irrtümlicherweise dem Engländer PeU besondere 
Verdienste um sie zuschrieb, die ihm nicht zukommen. Im 
Falle einer negativen Diskriminante D hat sie offenbar 
nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Lösungen. Setzt man 
nämlich D = —A, so daß A den Absolutwert von D be- 
zeichnet, so nimmt die Gleichung (4) die Form an 

(4a) t^+Au^^A. 

Ist D ^ 1 (mod.4), so wird A ^3 (mod.4); vorstehende 
Gleichung hat mithin nur die zwei Lösungen 1 = ^2, u^O , 
wenn A> 3; falls aber A = 3, d. h. D = —3 , noch die 
vier Lösungen t = Jhl , u = +1 . Ist dagegen D ^ (mod. 4), 
so hat (4a) wieder nur zwei Lösungen t = +2 , u = 0, wenn 
A> 4:; felis aber A = 4t, also D = —4 ist, noch die zwei 
Lösungen t=0, u= +1 . Im Körper £ gibt es also, falls 
seine Urundzahl D< ist, im allgemeinen nur die beiden 
rationalen Einheiten +1; nur, wenn Z) = — 4 ist, kommen 
zu diesen noch die Einheiten ±1, wenn aber 2> = — 3 ist, 

die Einheiten — =^ und =-^ hinzu. 

Ganz anders im Falle einer positiven Grund- 
zahl 2>: in diesem ist die Anzahl der Einheiten oder der 
Auflösungen der PeSschen Gleichung unendlich groß. Man 
sieht leicht ein, daß dies der Fall ist, wenn nur überhaupt 
eine, von der selbstverständlichen Lösung if = +2 , w = 
verschiedene Lösung vorhanden ist; aber der Nachweis, daß 
letzteres immer der Fall ist, hat den Mathematikern früherer 
Periode große Mühe gekostet und ist erst Lagrange 

f^lungen. Aus den Betrachtungen des Kapitel 5 vorigen 
bschnitts (Nr. 18—20) entnehmen wir leicht sowohl diese 
Tatsache, als auch eine Methode, sämtliche Lösungen der 
Gleichung zu finden. 

8. Sei nämlich unter der Voraussetzung D > 



(7) ö>o 



_~6+ys" 



2a 



irgend eine reduzierte Zahl der in Nr. 18 mit Q bezeich- 
neten Gesamtheit, also Wurzel einer Gleichung 

(8) as^ + hz + c^O 
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mit der Diskriminante D = 6^ _ 4 ^ c , wobei a > und 
a^byC ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Det 
Kettenbrach für Oq, welcher rein periodisch ist^ sei 

(9) ö>o = ^(9o> QifQ^f • • M Qk-i, ö>o) , 

also h die Anzahl der Olieder der (kleinsten) Periode. Be- 
zeichnen dann -^ = — , -^ = ^, -^, . . ., — die ersten k+1 
Näherungsbrüche^ so besteht die Beziehung 

COn = 

und allgemeiner die folgende: 



(10) coo = 



^hO)o + nh-i ' 



wenn h ein beliebiges Vielfaches von k bedeutet Daraue 
folgt aber 

% • G>o + {nh-i — ^h) coq — Zk^i = , 

eine Gleichung, welche mit der anderen: 

welcher coq genügt, übereinstimmen muß, indem die Koeffi- 
zienten jener Gleichung nur um einen Proportionalitätsfaktor 
von den KoefiSzienten dieser verschieden sein können. Be- 
zeichnet nämlich u den größten gemeinsamen Teiler von n^, 
»A-i — ^A, ^A-i, so muß 

(11) Hk^au, nk-i — JSh^iu, Zk-\ = —cu 
sein; setzt man noch 

(12) «Ä-l + ^A = ^, 

so ergibt sich aus diesen Gleichungen 

/^o\ t — hu t + bu 

(13) 0k = — 2 — ^ nk = au, ^A_i = — cw, %_! = — - — . 

Da aber bekanntlich 
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ist> erschUeßt man für die ganzen Zahlen t, u durch Sub- 
stitution vorstehender Werte folgende Beziehung: 

_ — + acu^ = = (-1)*. 

Somit liefert die Gleichung (10) für jeden Index h , der ein 
Vielfaches der Periodenzahl Ä ist, vermittels der Formeln (11) 
und (12) eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung 

(14) ^2__2)«*2 = (-i)*.4. 

Ist Je und daher stets auch h gerade, so gewinnt man 
demnach für jedes Vielfache h von Je, d. h. wenn man den 
Kettenbruch mit dem auf irgend eine Wiederholung der 
Periode folgenden Schlußnenner abbricht^ eine ganzzahlige 
Auflösung der PeKschen Gleichung; ist dagegen die Perioden- 
zahl Je ungerade^ so geschieht dies nur idr jedes gerade 
Vielfache Ä von Ä, d. h. wenn der Kettenbruch mit dem 
auf eine gerade Anzahl Perioden folgenden Schlußnenner ab- 
gebrochen wird. In beiden Fällen aber ergeben die unendUch 
vielen zulässigen Werte von Ji eine unbegrenzte Menge von 
Auflösungen^ die verschieden voneinander sein müssen^ weil 
Zähler und Nenner der Näherungsbrüche mit deren Index 
wachsen^ also wegen (12) auch t imd damit zugleich auch u 
stets wachsende Werte erhalten. 

4. Man überzeugt sich aber leicht^ daß auf solche 
Weise auch sämtliche ganzzahlige Auflösungen der PeUeohen 
Gleichung erhalten werden können. Es genügt zu zeigen, 
daß die angegebene Methode alle Auflösungen in positiven 
ganzen Zahlen t, u liefert^ denn, abgesehen von den beiden 
evidenten Auflösungen < = + 2 , w = , können stets vier 
Auflösungen 

(15) iy^'f — ^;^; ^)—^; —t,—u 

zusammengestellt werden, die aus der ersten durch bloße 
Veränderung der Vorzeichen hervorgehen, mit dieser Auf- 
lösung in positiven ganzen Zahlen also zugleich gegeben 
sind. Sei also t, u irgend eine Auflösung in positiven 
ganzen Zahlen; aus der Gleichung 

(16) i^-Du^ = 4:y 



Die Einheiten des quadratischen Körpers. 199 

welche in der Grestalt 
(16a) t + ujBt-uJB ^^ 

geschrieben werden kann^ folgt, daß mit jr^ — auch 

^ — positiv ist, und da wegen w > die beiden Fak- 

toren ungleich sind, muß ^ — > 1 , ^ — < 1 sem. 

Ferner müssen wegen (16) t, Du zugleich gerade oder zu- 
gleich ungerade sein, und da. b^D (mod. 2) ist, gilt das 
gleiche auch von t, hu. Setzt man also 

/Hn\ Ä t — bu r> Ty a t+bu 

(17) ^ = -"2 — > r=au, B^-cu, ^=—^ — y 

so stellen A, B , F, A ganze Zahlen vor, welche mit Rück- 
sicht auf (16) der Bedingung 

(18) ÄA - BF^ 1 

Genüge leisten. Hieraus folgen nun 

r=^auj A —A=bu f —B = cu, 

und die Gleichung 

a(üo + 6ö>o + c = 

laßt sich schreiben in der Form 

r(ol + (A-Ä)(Oo-B = 

und ergibt die Beziehung 

/1Q\ ÄCDo + B 

^^^^ ^ ""^^^ rcoo+A ' 

Da aber coq eme reduzierte Zahl ist, gelten die Ungleich- 
heiten 

< 6 + ys < 2 a < - 6 + y 5 , 

denen man durch Multiplikation mit — & -f yD bzw. mit 
b + Yd auch folgende Form geben kann: 

0<6 + y5<-2c<~6 + y5. 
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Aus ihnen folgt zunächst b <iO, also J. > . Femer 
ist 6>— y^D, 2a~6>/D, 2c — 6> — /D, daher 

„ ^_ {2a — b)u-t ^ ujD — t 
^ ^ 2 ^ 2 

d. h. größer als der n^ative echte Brach 

Dm»-<« -2 

2{uyD + i) t + ufD ' 

da aber F^ A eine ganze Zahl ist, muß F— A^ 0, 

F^ A>0 sein. Aus ÄA - 1 == BF folgt endlich Sr^ , 

mithin auch B^O, und da es nicht gleich Null sein kann, 

so ist £ > . Dies vorausgeschickt, entwickle man den 

Ä 
positiven Bruch -= in einen Kettenbruch: 

^ . T 

-p^'LPof Pl) Pi) • • • ^ Ph-l I ) 

was bekanntlich stets so eingerichtet werden kann, daß die 
Anzahl h der Teilnenner gerade ist. Wird unter -=^ der 
vorletzte Näherungsbruch verstanden, so besteht die Gleichung 

Vergleicht man sie mit der Gleichung (18) und beachtet, 
daß B, A ebenso wie Ä\ F' positiv und kleiner sind als 
resp. Ä, F, so ergibt sich nach Kapitel 4 Nr. 3 die Gleich- 
heit von B mit J.' und von A mit F^ und die Formel (19) 
geht über in 

_ äcoq + A' * 

^^~ F<o,+F' 

und ergibt die Gleichung 
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der zufolge die Seihe der Teilnenner PofPifPif • • «^ l^-i 
notwendig mit den Gliedern der Periode q^, q^^ q^, . . ., qu^i 
des Kettenbruchs (9) oder mit einer mehrfachen Wieder- 
holung dieser Periode identisch sein muß. Die Zahlen Ä, 
By r, A stinunen daher mit den Zahlen (13) überein^ und 
die Auflösung ty u der Feilschen Gleichung ist also eine 
denenigen^ welche durch die zuvor bezeichnete Methode ge- 
wonnen werden können, w. z. b. w. 

5. Wie schon bemerkt, fallen die so erhaltenen t, u 
um so größer aus, je größer h gewählt wird; daher findet 
man die Auflösung der PeU sehen Gleichung in den kleinsten 
positiven Zahlen, wenn man den Kettenbruch (9), je nach- 
dem Je gerade oder ungerade ist, bei dem auf die erste 
bzw. auf die zweite Periode folgenden Schlußuenner ab- 
bricht. Kennt man aber diese Auflösung in den kleinsten 
positiven Zahlen, die wir r, v nennen wollen, so sind da- 
durch mittelbar auch alle übrigen Auflösungen gegeben, denn 
es läßt sich eine allgemeine Formel aufstellen, durch welche 
alle Auflösungen mittels jener einen bestimmt werden. 

Hierzu bemerke man folgendes. Stellt man die den 
vier Auflösungen (15) entsprechenden Einheiten 

t + uyp t—ujD —t+ufp —t — uip 

2 ' 2 ' 2 ' 2 

auf, so ist von ihnen die erste die einzige, welche positiv 

und größer als Eins ist; in der Tat wegen (16a) ist —^ — 

zwar auch positiv, aber kleiner als Eins, während die beiden 
anderen negativ sind^ 

Da nun ^--^ — mit <, w zugleich wächst, so wird 

von allen positiven Einheiten, die zugleich größer als 1 sind, 

c^ == —-L — die kleinste sein. Weil aber -^ — > 1 , 

SO wird die Potenz 

mit positiv wachsendem Exponenten n über jede Grenze 
hinaus wachsen. Sie stellt aber für jeden solchen Exponenten 
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eine Einheit dar, denn das Produkt zweier Einheiten e, »7 
ist stets wieder eine Einheit, da aus zwei Gleichungen 
€e'= 1, rjrj'=l sich erj • €'r)'= 1 ergibt; zugleich gibt ^ 
die sämtlichen Einheiten, welche positiv und größer als 1 
sind. In der Tat, wäre eine solche 

t+uVD 

keiner Potenz von e^ gleich, so müßte sie notwendig 
zwischen zwei aufeinanderfolgende fallen, so daß Ungleich- 
heiten bestünden von der Form 



vl0Y t+^y^ ^ / r + v0 V"''^ 



r + 

2 , 



aus deren Multiplikation mit dem positiven Werte 
mit Rücksicht auf die Gleichung r^ — D v* = 4 die folgenden: 

/ t - v/P \** t+uJB x + vJD 



hervorgingen; der in der Mitte stehende Ausdruck stellt 
aber, wie bemerkt, wieder eine Einheit dar, die zudem den 
Ungleichheiten zufolge positiv und größer als 1, zugleich 
aber kleiner wäre als die kleinste dieser Einheiten e^ . Aus 
diesem Widerspruch erkennt man, daß alle positiven Ein- 
heiten, welche größer sind als 1, mit den positiven Potenzen 
von e^ identisch sind, so daß gesetzt werden kann 



t+uJD (x + v0 ^ 



(n > 0) . 



2 

Hieraus finden sich aber dem oben Gesagten gemäß die 
übrigen Einheiten 

2 \2/' 2 ""\2/- 

Also ergibt sich folgender Satz: 

Bei positiver Grundzahl enthält der Körper ^ unend- 
Kch viel von +1 verschiedene Einheiten e, welche sämtlich 




Die Einheiten des quadratischen Körpers. 203 

dui*ch eine Fundamentaleinheit e^ = ^ — mittels der 

Fonnel 

(20) c = ±i 2 

gegeben werden, wenn darin n alle positiven und negativen 
ganzen Zahlen durchläuft. Die Formel ergibt auch die beiden 
einzigen rationalen Einheiten +1 des Körpers, wenn man 
jenen Werten des n die Null noch hinzufügt. 

Da nun andererseits alle Einheiten e durch die Formel 
(6) geliefert wurden, wenn in dieser t, u sämtliche ganz- 
zahl^en Auflösungen der PeBschen Gleichung durchlaufen, 
80 gewinnt man die oben gemeinte Formel 

(21) i±|t?=±(l+|]^", 

um mittels der Fundamentalauflösung t, v derPeßschen 
Gleichung, d. i. ihrer Auflösung in den kleinsten positiven 
Zahlen, sämtliche Auflösungen zu finden. Man hat zu diesem 
Zwecke nur in der Formel für jeden ganzzahligen Wert des 
Exponenten n und für jedes der beiden Vorzeichen die 

rechte Seite nach den Potenzen von ^D zu entwickeln, so- 
dann den rationalen Bestandteil gleich — , den gesamten 

Koeffizienten von ^D gleich — zu setzen und daraus t, u 
selbst zu ermitteln. 

6« Die Kenntnis aller Auflösungen der PeK sehen Glei- 
chung gestattet uns nun, einige Aufgaben der Lehre von 
den quadratischen Formen, die wir noch unerledigt gelassen, 
zu lösen. f , ^y^ 

Ist € = ^ — irgend ieine Einheit und j ein Ideal 

des Körpers S, so ist stets e'j=j; denn, bezeichnet f 
irgend eine Zahl in j , so ist das in e •j enthaltene Produkt 
eC der Bedeutung eines Ideals zufolge auch in j enthalten, 
umgekehrt ist aber, da auch g'f zu ; gehört, jede Zahl 
4; = 1 . f = € . e^C des Ideals j auch eine Zahl des Ideals 
€ ' j , und somit stimmen die Zahlen in j und in € > j überein. 
Setzt man nun j in der Form (49) vorigen Kapitels und 

C =^ sa ' X ^r— ^ — • sy 
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voraus, so ist (nach Nr. 10 daselbst) 

(22) N{0 = s'a{ax' + bxy + cy^'=s^((ax + -|^j ^J 

mithin, da N{e C) = N(e) - N(C) ist, 

(23, ,,o-4..+'i)'-^].{^=^). 

Hier beachte man folgende Identität: 
(24) (t^-Du^)'(r^'-Du'^)^{it' + Duuy-D{tu' + ruy, 

die nur ein ganz spezieller Fall der Identität (7) in Kap. 5 
des 1. Abschnitts ist Ihr zufolge läßt sich die Formel (23) 
schreiben wie folgt: 



(25) 



=« s^a{aX^ + hXY + cY^) , 



(26) X = — - — • X — cu' y , Y=au ' x-] — -y 

gesetzt wird. Man sieht hieraus^ daß der Multiplikation 
einer Zahl f des Ideals ; mit einer Einheit z = -^ — 

Li 

eine Transformation der dem Ideale zugeordneten Form (a^ &^ c) 
in sich selbst mittels der Gleichungen (26) entspricht, und 
es ist nicht schwer, auf Grund der voraufgehenden Unter- 
suchungen nachzuweisen, daß diese Gleichungen (26) die 
sämtlichen sogenannten automorphen Transformationen der 
Form (a , & , c) ^ d. i. diejenigen, durch welche sie in sich 
selbst übergeht, darstellen, wenn man nur solche ins Auge 
faßt, deren Determinante +1 ist. 
Ist nämlich 

(27) X:='kx'-\- yiy' y y = vx'+Qy' 

eine Transformation T der Form (a,bfC)y deren Determinante 
+ 1 ist, in die Form (%, 6^, q), so geht, wie wir wissen, 
die Wurzel co der ersten Form in die gleichnamige Wurzel 
(Ol der zweiten durch die Substitution 

X(Oi + u 
cü=- — 

Vü)i + Q 
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über^ und umgekehrt folgt aus dieser Substitution jene Trans- 
formation. Mit der Identität beider Formen ist die ihrer 
Wurzeki gleichbedeutend. Demnach wird man alle jene 
automorphen Transformationen von (a, b, c) finden^ wenn 
man alle Systeme X, fi, v, q ganzer, der Bedingung XQ—fiv^^l 
genügender Zahlen ermittelt, für welche 

Xo} + ß 
CO = -— 

VW •■{- Q 

ist Wie in Nr. 3 finden sich hierfür 

v = aw, Q — X==bu j jüL^—cu, 

und wenn man noch q -{- X^t setzt, die Gleichungen 

, t — hu < + 6w 

A = — 2 — > /i = — cw, v = aM, Q-= — 2 — > 

wobei tyU durch die Gleichung P — Du^ = i: bestimmt 
werden. Die automorphe Transformation (27) nimmt also 
die Form an: 

y^«x t — hu, , , , t + hu , 
(28) x=- — x'—cu-y'^ y = au'x''\ y 

und stimmt so in der Tat mit der Transformation (26) bis 
auf die verschiedene Bezeichnung der Unbestimmten überein. 
Nimmehr können auch alle Transformationen einer Form 
{a,b, c) in eine ihr äquivalente Form angegeben werden, 
sobald man eine derselben als bekannt voraussetzt. Die 
Feststellung der Äquivalenz selbst ergibt diese eine — wir 
bezeichnen sie als die Transformation (27) — aus ihr aber 
gehen alle hervor, wenn man sie mit aUen Transformationen 
von {a,b, c) in sich selbst zusammensetzt. Bedeutet näm- 
lich T eine solche, so geht ofienbar {a,b,c) durch die 
sukzessive Anwendung der Transformationen T und T erst 
in sich selbst und dann in (% , &i > c^) über, und somit 
ist auch die zusammengesetzte Tnmsf ormation T • T eine der 
gesuchten. Ist umgekehrt außer T auch 2\ eine Transformation 
von (a , 6 , c) in {(h>h> ^)y s^ stellt die ümkehrung von T 
eine Transformation T' von (a^ , b^ , q) in (a , 6 , c) vor, und 
die zusammengesetzte Transformation T » 2\ • T^ führt (a,b,c) 
in sich selbst über, stellt also eine automorphe Transformation 
dieser Form vor, die nun ihrerseits mit T zusammengesetzt 



(29) 
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die Transformation T • T = T^ • T'T, d. i. die Transformation 
T^ von {a,h, c) in (% , 61 , q) , ergibt. Aus dieser Be- 
trachtung folgt der Satz: 

Aus der einen Transformation (27) der Form (a , 6 , c) 
in eine ihr äquivalente Form findet man sie sämtlich^ soweit 
ihre Determinante +1 ist, mittels der Formeln: 

^ (t — hu \ (t — hu \ , 

^ / , , t + hu \ , . / , t+hu \ , 
r= \auX-\ — vjx'+yau/i,'] — QJy' , 

wenn darin fiir t, u alle ganzzahligen Auflösungen der PeU- 
sehen Gleichung gesetzt werden. 

7. Wir kehren nun zu der Aufgabe zurück, alle eigent- 
lichen Darstellungen zu finden, welche eine ganze Zahl m 
durch die Formen mit der Diskriminante D zuläßt. 

In Nr. 6 des 5. Kap. vorigen Abschnitts ist gezeigt 
worden, daß eine solche Darstellung durch die besondere 
Form (a, h, c) mit der Diskriminante D nur möglich ist^ 
wenn diese Form mit einer der Formen 

(30) (->^^^)' 

in denen r jede der verschiedenen Wurzeln der Kongruenz 

(31) z^ = D (mod.4m) 

bedeutet, eigentlich äquivalent ist, da jede eigentliche Dar- 
stellung (X , y von m durch (a , 6 , c) zu einer bestimmten 
Wurzel r dieser Kongruenz gehört und eine Transformation 
von (a, 6, c) mit der Determinante + 1 hi die entsprechende 
Form (30) ergibt, daß aber auch umgekehrt aus jeder solchen 
Transformation 

x^ocx' + ßy'y y = yx' + öy' 

eine zur Wurzel r gehörige Darstellung oc, y von m durch 
(a, 6, c) erhalten wird. Um daher sämtliche vorhandenen 
eigentlichen Darstellungen von m durch (a, &, c) zu finden^ 
stellt sich folgende Regel heraus: 

Man denke sie sich, je nachdem sie zu den einzelnen 
Wurzeln der Kongruenz gehören können, in verschiedene 
Darstellungsgruppen verteilt. Um die etwa zur Wurzel r 
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gehörigen zu finden^ versuche mau^ ob die Form (a , 6 , c) 

/ r^ — D\ . 
mit der Form Im, r, — j 1 äquivalent ist, oder nicht — 

was nach den in Kap. 5 vor. Abschn. entwickelten Metho^ 
den ausführbar ist — ; im letzteren Falle gibt es keine zu 
dieser Gruppe gehörigen Darstellungen. Andernfalls findet 
sich eine Transformation (27) von (a, 6, c) in die Form 

Im, r, — j 1 und daraus mittels der Formeln (29) alle 

diese Transformationen; indem man aus jeder derselben den 
ersten und dritten Koeffizienten herausnimmt, gewinnt man 
alle zur Kongruenzwurzel r gehörigen Darstellungen von m 
durch {a,ij c) mittels der Formeln 

/«^x t — iu. ^ t + bu 
(32) a = — - — X — cuv^ 'y^aul-\ ^ — v, 

wenn man darin für ^, u alle ganzzahligen Lösungen der 
PeB sehen Gleichung gesetzt denkt. Wird dies für jede der 
verschiedenen Kongruenzwurzeln r durchgeführt, so erhält 
man die sämtlichen Gruppen von Darstellungen, deren die 
Zahl m durch die Form (a, 6, c) fähig ist. Da die Anzahl 
der Lösungen /, w der PeBschen Gleichung eine endliche 
oder unendlich große ist, je nachdem D negativ oder positiv 
ist, wird für eine überhaupt durch die Form (a, 6, c) dar- 
stellbare Zahl je nach diesen beiden Fällen die Anzahl ihrer 
Darstellungen ebenfalls endlich bzw. unendlich groß sein. 

Indem hierbei sukzessive für (a, 6, c) jede der Formen 
gewählt wird, welche ein Repräsentantensystem für die Dis- 
kriminante D ausmachen, ergeben sich auf solche Weise alle 
eigentlichen Darstellungen, welche die Zahl m durch das 
Formensystem jener Diskriminante D verstattet, und aus 
ihnen können ihre Darstellungen durch jede andere Form 
mit derselben Diskriminante, wie a. a. O. bemerkt worden 
ist, mittels der Transformation hergeleitet werden, welche 
diese Form in den ihr äquivalenten Repräsentanten ver- 
wandelt. 

Beispiel. Um die Theorie der DarsteUung einer Zahl 
durch eine quadratische Form und andere der früher ent- 
wickelten Lehren zu erläutern, betrachten wir an dieser 
Stelle ausführlich ein Beispiel. Es handle sicli um die Dar-^ 
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stelluDg der Zahl m = 21 durch eine gegebene Form mit 
der positiven Diskriminante D =^ 37. 

Vor allem stellen wir ein Bepräsentantensystem für die 
Formen mit dieser Diskriminante auf und suchen zu diesem 
Zwecke alle reduzierten Formen {a, by c). 

Für diejenigen mit positivem a liegt h (nach Abschn. I, 

Kap. 5^ Nr. 19) zwischen und — /37 und kann also nur 
einen der Werte 

—1, -2, -3, —4, -5, -6 

oder vielmehr, da es wegen 

(10 6«-4ac = 37 

ungerade sein muß^ nur einen der Werte —1, —3, — 5 

haben. Für 6 = — 1 liegt 2 a zwischen — 1 + /37 und 

l + y37^ a kann also nur 3 sein, und dementsprechend 
ist w^en 

,21 5^.0 

' ia 

c = — 3; dies gibt die reduzierte Form 

/i = (3, -1, -3). 

Für 6 = —3 findet sich 2a zwischen —3 + /37 und 

3 + "fyiy ^^ ^ ^ ^^^^ ^^^ Zahlen 2, 3, 4^ denen aber 
kein ganzzahliges c entspricht. 

Für 6 = —5 Hegt 2a zwischen —5 + y37 und 5 + ^37 , 
also kann a nur einen der Werte 1, 2, 3, 4, 5 haben, aber 
nur den Werten a = 1, a = 3 gehören ganzzahlige Werte 
c«— 3, c = --l resp. zu; man findet also noch die beiden 
reduzierten Formen 

f, = (1, -5, -3), f, - (3, -5, -1) . 

Bei den redazierten Formen mit n^aüvem a liegt b 

zwischen and /37 , kann also nur einen der Werte 1, 3, 5 

haben. Ffir b= 1 liegt dann 2 a zwischen 1 — yWJ und 

—1 — /37, a also müßte —3 s&n, wofür dann c = 3 wird, 
and die reduzierte Form 

/; = (-3, 1, 3) 
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hervorgeht. Für 6 = 3 fände sich 2 a zwischen 3 — y 37 

und —3 — y 37, also a gleich einem der Werte —2, —3, —4, 
denen aber wieder kein ganzzahliges c entspricht. Für 6 = 5 

dagegen liegt 2a zwischen 5— -y^ und — 5— -ysY, also 
hätte a einen der Werte —1, —2, —3, —4, —5, von denen 
aber nur a = — 1, —3 ganzzahlige Werte c = 3, 1 resp. er- 
geben, also zu noch zwei weiteren reduzierten Formen 

/5=(-l,5,3), /e =(-3,5,1) 

führen. Es gibt somit im ganzen sechs reduzierte Formen. 
Ihre ersten Wurzeln sind 



ü)i = 



m. = 



1 + /37 



l-y37 



0), = 



0)5 — 



5 + ^37 

2 
5-/37 



COj = 



Ö>6 



5 + y37 

6 
5-/37 



6 ' * 2 

die zweiten Wurzeln der drei letzten Formen aber 

1 + /37 



< 



«6 



5 + /37 



, 5 + /37 
«), = - 



6 ' "" 2 ' "' 6 

tdso mit den ersten Wurzeln der drei ersten Formen iden- 
tisch, und somit gibt es nur die drei reduzierten Zahlen 
co^ , o)g , CDs der Gesamtheit Q . Nun ist aber 



^=i+iü=i+/l^=i+ 



12 



= 1 + — 



(Oc 



co^ 



o> 



_ _ 6(/37 + 5) 

5 + y37 y37^5 12 1 

2 ""^+ 2 ■"^ + 2(/37 + 5)""^ + a>3 

1 



5 + y37 



8 



= 1 + 



/37-1 



= 1+ ,^^ , = 1 + 

6(y37 + l) ^1 



(30 



6 "^ ' 6 

Demnach erhält man die Kettenbruchentwicklungen 
(Ol =1.1, cofl 
cüi = U^ 5, cüsT 
(üi=U. 5, 1, a>iT 
(«1 =Ll, 5, 1, 1, (ügl 
0)1 =U, 5, 1, 1, 5, cügl 
,a>i=Ll, 5, 1, 1, 5, 1, cüiT 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 14 
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usw. Die Nähemngsbrüche des letzten Kettenbruchs sindi 

1 1 J^ 1 1?. I?. ^ 85q>i + 72 
' 1 ' 5 ' 6 ' 11 ' 61 ' 72 ' 72 0)1 + 61 ' 

Hiemach gibt die zweite der Formeln (30 

^^ = 5^irPT^ 6.1-1.5 = 1, 
die vierte derselben 

^^° lla>, + 6 ' 13.6-7.11 = 1, 

d. h. CO2 und CO3 sind eigentlich äquivalent mit co^ , woraus 
nach Abschn. I, Kap. 5, Nr. 13 auch die eigentliche Äqui- 
valenz der Formen f^, f^ , /g hervorgeht. Ebenso erkennt^ 
man die eigentliche Äquivalenz der Formen /i , /ö , /$ ^ da 
deren zweite Wurzeln mit cdi , (o^y a)g identisch sind. 

Endlich geht aber auch f^ aus /^ hervor durch die 
Transformation 

x = —y', y = x' 

mit der Determinante +1, also sind auch f^^ f^ und des-^ 
halb alle sechs reduzierte Formen miteinander eigentUd^ 
äquivalent. 

Ist nun aber (a, hy c) irgend ^ine Form mit der Dia- 
kriminante 37 und hat sie eine positive Wurzel ct>, so ist 
diese als eine positive Zahl der Gresamtheit Q mit einer 
reduzierten Zahl derselben^ d. i. mit einer der drei Zahl^OL 
a>i , 0)2 , 0)3 äquivalent, und da diese selbst äquivalent sind, 
80 ist es CO mit (o^ , es besteht also eine Beziehung 

worin ad — ßy^±l. Beachtet man aber die aus der- 
dritten der Gleichungen (3^ hervorgehende Beziehung 

^^'^ '^ = 1^' ""'* 7.5- 6.6 = -1, 
welche^ wenn dieser Wert von a>i in (4^ eii^gesetzt wiid^. 

Oi' ö)i + ß' 
a% =5= = — 
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ergibt^ so ist nun entsprechend 

Die Wurzel co der Form {a, h, c) erweist sich also der 
ersten Wurzel ö>i der Form f^ sowohl eigentlich als uneigent- 
lich äquivalent. Da nun 

, 1-/37 ^ fyj-l ^ 36 1 

"^'^ 6 "" 6 " 6(y37 + l)~ ö>i 

oder 

^ 1 ^ > Q>{ - 1 

^^ "" (o[ 1 . a)f + ' 

also cox mit (oi eigentlich äquivalent ist^ so sieht man^ daß 
a> auch der andern Wurzel co[ der Form f^ sowohl eigent- 
lich als uneigentlich äquivalent ist Aus der eigentlichen 
Äquivalenz der gleichnamigen Wurzeln zweier Formen er- 
gab sich nach der angeführten Stelle die eigentliche Äqui- 
valenz der Formen y und genau ebenso folgt aus der un- 
eigentlichen Äquivalenz der ungleichnamigen Wurzeln die 
uneigentliche Äquivalenz der Formen. Hiemach ist {a, h, c) 
der Form /^ sowohl eigentlich als auch uneigentlich äquivalent. 
Hätte {a, bf c) keine positive Wurzel , so gälte dies doch 
von der ihr uneigentlich äquivalenten, entgegengesetzten Form 
{a, —hfC); da diese somit nach dem eben Bewiesenen mit 
f[ eigentlich und uneigentlich äquivalent wäre, so ergäbe sich 
auch dann für die Form {a,h, c) das gleiche. Hieraus er- 
kennt man schließlich, daß alle Formen mit der Diskrimi- 
nante 37 nur eine einzige Klasse untereinander eigentlich 
wie uneigentlich äquivalenter Formen bilden, als deren Re- 
präsentant die Form f^ gewählt werden kann. 

Femer erschließt man aus der Beziehung {5% indem 
man, den Formeln (13) dieses Kapitels entsprechend^ 

setzt, in den Werten 

^=12, « = 2 

eine ganzzahlige Auflösung der Gleichung 

^«-37«« = — 4. 

14* 
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Aus der letzten der Gleichungen (S') folgt die weitere 

^^^^*^°"e 85 «,, + 72 

^i - 72 (Ol + 61 
und, indem man jetet 

iXÜ = 85, 3« = 72, ^^ = 61 

setzte findet man in den Werten 

(60 ^ = 146, tt=24 

die Fundamentalauflösung der Pe^Jschen Gleichung 

(70 ^2 __ 37^2 = 4, 

Demnach liefert die Formel 



(80 



1±^=.±(73 + I2.y37)' 



alle Lösungen derselben, wenn n alle ganzzahligen Werte 
dorcbläuft. Hu- zufolge sind t, u stets gerade Zahlen, und 
daher ^ „ 

^=2' ^=2 
die Auflösungen der Gleichung 

a;2 — 37y2 = i^ 

deren Fundamentalauflösung also x = 13, y ^12 ist. Z. B. 
ergibt sich aus (80 für n = 3 und für das obere Vor- 
zeichen 

T + vVä? = (73 + 12/37)^ = 1555849 + 255780 -j^, 
also 

(90 T = 1555849, v = 255780 

und man findet in der Tat 

15558492 - 37 • 255 780« = 1. — 

Dies vorausgeschickt, suchen wir nun alle eigentlichen 
Darstellungen der Zahl m = 21 durch eine beliebige der 
Formen mit der Diskriminante 37, z. B. durch deren Haupt- 
form 

(lOO f=x^+xy-9y^. 
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Dazu ist zunächst festzustellen^ ob solche Darstellung 
überhaupt möglich, d. h.^ ob die Kongruenz 

(110 x^ = 37 (mod. 4 m « 84) 

auflösbar ist. Soll dies der Fall sein, so muß auch jede 
der drei Kongruenzen 

(120 x^ = 37 (mod. 4), x^ = 37 (mod. 3), x^ = 37 (mod. 7) 
auflösbar sein. Dies trifft hier zu und ihre Wurzeln sind resp. 
(130 ^ = ±1 (mod. 4), a? = +1 (mod. 3), x = ±3 (mod. 7); 

in der Tat befriedigen diese Werte von x die betreffende 
der Kongruenzen (120; ^^^ j^^^ ^^^ letzteren hat nur zwei 
Wurzeln, die zweite und die dritte, da ihr Modul eine Prim- 
zahl ist, die erste, da jede ihrer Lösungen ungerade sein, 
also eine der beiden Formen 4 n ± 1 haben muß. Ist nun 
andererseits x eine Zahl, welche die drei Kongruenzen (120 
gleichzeitig erfüllt, so ist x^ — 1 teübar durch jede der 
Zahlen 4, 3, 7, also auch durch ihr Produkt, und demnach 
genügt dann x auch der Kongruenz (110* Ui^ ^so alle 
Wurzeln der letzteren zu finden, hat man alle (mod. 84) in- 
kongruenten Zahlen x zu ermitteln, welche den Bedingungen 

(140 x^^u (mod. 4), x^v (mod. 3), x^w (mod. 7) 

gleichzeitig genügen, während u, v, w jede der acht Kom- 
binationen bedeuten, welche die in bezug auf diese Moduln 
nach (130 ^ ^ zulässigen Reste gestatten. Nach Abschn.1^ 
Kap. 2, Nr. 4 ist es möglich, für jede dieser Kombinationen 
den Bedingungen (140 ^^ g^i^^gen, und bilden die ihnen 
genügenden Zahlen x je eine einzige Restklasse (mod. 84); 
demnach hat die Kongruenz (110 acht Wurzeln. Um sie 
zu finden, d. h. eine den Bedingungen (140 genügende Zahl 
zu ermitteln, kann man folgendermaßen verfahren. Man be- 
stimme zunächst die Hilfszahlen A, yu, r durch die Be- 
dingungen 

r3.7A=l (mod. 4), 7.4/^=1 (mod.3), 

^ ^ l 4.3r=l (mod. 7); 

solche Zahlen sind z. B. 

A=«l, yM=l, r = 3; 
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dann leistet die Zahl 

(160 x^3'lXu+l »ijL^v + A'Svw (mod.84) 

den Kongruenzen (14^ Genüge, wie unmittelbar erkannt 
wird, wenn man vorstehende Kongruenz, statt auf den 
Modul 84, auf seine Teiler 4, 3, 7 als Moduln bezieht and 
(150 beachtet. Setzt man demzufolge der Reihe nach 

-1 
-1 
+3, 

so finden sich entsprechend die Wurzeln 
(170 "11. +11. +31. -31, +17, -17, +25, -25 

(med. 84) der Kongruenz (110^ und daraus folgen acht For- 

r2— D 



U-+1 


1 


1 


+1 


+1 


-1 


+ 1 


V-+1 


-1 


+1 


1 


1 


+1 


+1 


«> = +3 


3 


+3 


-3 


+3 


3 


3 



men von der oben mit 



it Im, r. 



■) 



bezeichneten Art: 



(180 



Am 

F, = (21, -11, 1) 
F^ = (21, -31, 11) 
F^ = (21, -17, 3) 
Fs = (21, -25, 7). 



F, - (21, +11, 1), 

F^ - (21, +31, 11), 

F, = (21, +17, 3), 

F, = (21, +25, 7), 

Dem zuvor Bewiesenen zufolge sind sie sämtlich mit / 
eigentlich (und uneigentlich) äquivalent, und es gibt also zu 
jeder der acht Kongruenzwurzeln eine zugehörige Gruppe 
von unendlich viel eigentlichen Darstellungen der Zahl 21 
durch die Form f. Um aus jeder dieser Gruppen je eine 
Darstellnng zu ermitteln, entwickle man die ersten Wurzeln 

ll+y37 



A» 



^4 = 



Ö6 = 



08 = 



42 

17+^37 
42 

42 

25+y37 

42 



der Formen Ff,Fi,Fg,F^ in ihre Kettenbrüche, bis man, 
was nach Abschn. 1, Kap. 5, Nr. 18 notwendig geschiebt, 
zum Sohlußnenner a>x gelangt. Man findet so 
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fi, =tO, 2, 2, 5, 1, ö)il= 13^1 + 11 



ßi-LO, 1,7, 1, a>il 



32 ö>i + 27 
8q>i + 7 
9ö>i + 8 



O. - Ib, 1, 1, 4, 1, ,„.1 - ^B^ 

Sind femer 

^ 42 

-31+y37 



A = 



* 42 

-17+y37 



^ 42 

„ -25+y37 
«7 - 42 

die ersten Wurzeln der Formen F^, F^, F^, F^ , so ist 

Q 11-V37 

*«i — jo — ' ' 

wenn Q^ die zweite Wurzel von F^ bezeichnet, woraus offen- 
bar sich 

13 (o[ + 11 

* 32 ©i' + 27 

oder wegen «oj — sidi 

^ -llft)i + 13 
^ 27 toi - 32 

ergibt; ebenso findet man 

-7a)i + 8 

_ _ —5 0)1 + 6 

-0,1 + 2 
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Aas diesen Gleichungen fließen umgekehrt die folgenden: 

32 fl, + 13 



(190 



*^ ~ 27 ßi + 11 ' 

—27 Q^ + 11 
°'^~ 32i2, -13 

_ 9 gg + 8 

'"^"8^8 + 7 ' 
_ — 8_ßH-7 
'^'~ 9ß,-8 ' 

11^5 + 6 

""'' 9^5 + 5 ' 

— 9 fig + 5 

iißg-e ' 

3 ^7 + 2 

'~ Ö7 + 1 ' 

-Ö8 + 1 



32 . 11 - 13 . 27 = 1 



27 -13 -11. 32 ==-1 



9.7 - 8-8 =-1 



8-8 



7-9 =1 



11-5 - 6-9 =1 



©1 = 



CO1 = 



9.6 



3.1 



5.11 = -1 



2-1 =1 



(01 = 



3fl. -2 ' 



1-2 — 1-3 =-1 . 



'8 



Andererseits ist die Kettenbruchentwicklung der ersten 
Wurzel 

-1+1/37 

(O = r— ^ 

2 

der Hauptform f diese: 



oder auch 



a) = L2, 1, coil 



ö) = L2, 1, 1, 5, 1, öJiT , 
woraus sich sowohl 

3a)i + 2 



(2O0 
als auch 

(210 



CO = 



CO = 



33 a>i + 28 

13 (O^ + ll y 



3.1-2-l = l 



33.11- 28.13 = -1 



ergibt. Verbindet man also die Formel (20^ niit der ersten, 
vierten, fünften and siebenten, dagegen die Formel (21^ 
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mit den übrigen der Formeln (19'), so gelangt man zu den 
Gleichungen 

150 A + 61 



O) = 



59ßi + 24 ' 



150 -24 -61 -59 = 1 



o> :^ ^3 ~} , 5-0 + 1.1 = 1 



Ö) = 



a> = 



CO = 



(O = 



et) = 



O) 



Q^ + O ' 
521 Da + 460 
205 Qs + 181 ' 
-6^4 + 5 
04-1 ' 

51 gg + 28 
20^6 + 11 ' 
llQe-3 

4ß«-l ' 
11 i?7 + 8 

iÜ., + 3 ' 
51 ßg - 23 



521 • 181 - 460 . 205 = 1 



6-1-5.1 



51 . 11 - 28 - 20 = 1 



20^8-9 ' 
denen zufolge 



11-1 + 3-4 = 1 



11 - 3 - 8 - 4 = 1 



-51 - 9 + 23 - 20 = 1 , 



/■ übergeht 


durch die Transformation 


in Fl 


x—lbOx'+eiy'y 


y— 59x'+24^y' 


m F, 


X— 5x^ — y^, 


y— x' 


in F, 


x-521x'+4t60y', 


y = 205a;'+181y' 


in F^ 


X Qx'+5y', 


y— x' — y' 


in F, 


x^ 51x'+28y\ 


y- 2^x'-\-\\y' 


in F, 


X— llx'—3y\ 


y— ix'—y' 


in Fj 


x^ llx'+8y', 


y- 4:x'+3y' 


in F, 


a;= blx'—2iy', 


y- 20x'--9y'. 



Hiemach liefern die Werte 

150,59; 5,1; 521,205; -6,1; 51,20; 11,4; 11,4; 51,20; 
r = ll, -11, 31, -31, 17, -17, 25, -25 

(mod. 84) 
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je eine Darstellung der Zahl 21 durch die Form f aus der 
durch die beigefügte Kongruenzwurzel bezeichneten Dar- 
Stellungegruppe. Diese Gruppen selbst werden dann er- 
halten, wenn in den Formeln 

welche die Formeln (32) dieses Kapitels für den hier vor- 
liegenden Fall a = l,6=l,c = — 9 sind, für A, v die bzw. 
angegebenen Werte, für ^, u aber alle durch die Gleichung 
(80 gegebenen Auflösungen der PeBschen Gleichung gesetzt 
werden. Z. B. geben die Formeln 

Ä = 5.— g— + 9u, y = 5« + — |— 

die zur Wurzel —11 gehörige Gruppe; für ^=2, u = 
liefern sie die Darstellung 5, 1 obiger Tabelle; setzt man 
für ty u die Fundamentalauflösung 146, 24, so findet man 
die Darstellung 521, 205. Ebenso liefern die Formeln 

« 6.-^+9«, y = -6u + i±^ 

die zur Wurzel —31 gehörige Gruppe, und z. B. für t = —146, 
t« = — 24 die Darstellung 150, 59. Hieraus, wie auch schon 
aus der obigen Tabelle, ersieht man, daß ein und dieselbe 
Darstellung (k, y eis zu zwei verschiedenen Wurzeln gehörig 
angesehen werden muß je nach der Wahl der Zahlen ß, d 
in der Gleichung 

ocd-ßy = l. 

In der Tat ist in Nr. 4 des 5. Kap. des Abschn. I ge- 
zeigt worden, daß zwar, wenn ß , y durch eine andere Lösung 

ß'=^ß + (KZy d'=^d + y0 

jeuer Gleichung ersetzt werden, der Ausdruck 

r^{2a(x+ly)ß + Q>oi + 2cy)d, 

welcher die der Darstellung tx, y der Zahlm zugehörige Wurzel 
angibt, (mod. 4 m) unverändert bleibt, so oft is eine gerade 
Zahl ist; für ungerade z dagegen entsteht ein Wert q, 
welcher mit r nur (mod. 2 m) kongruent ist, und in der Tat 
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sind in der obigen Tabelle die Zahlenpaare 11, —31; —11, 
31; 17, —25; —17, 25, denen die gleiche Dai-btellong 
zukam, je zwei (mod.42) kongruente Zahlen. Die obigen 
acht Darstellungsgruppen stimmmen infolge davon paarweise 
überein und reduzieren sich auf nur vier verschiedene, welche 
etwa durch die Darstellungen 

5, 1; -6, 1; 11, 4; 51, 20 
repräsentiert werden können. 

Drittes Kapitel. 

Die Teilbarkeit im quadratischen Körper. 

1. Nach Ermittlung aller Einheiten des Körpers ^ 
handelt es sich nun um die genauere Untersuchung der 
Zerlegung seiner Zahlen in einfachste Faktoren, wie sie der 
Zerlegung der rationalen ganzen Zahlen in Primfaktoren ent<- 
spricht. In Nr. 1 des vorigen Kapitels ist in dieser Hin- 
sicht bereits festgestellt, daß jede ganze Zahl C des Körpers 
nur in eine endliche Anzahl (von Einheiten verschiedener) 
Faktoren zerlegt werden kann. Diesem Analogen mit der 
Theorie des rationalen Zahlenkörpers tritt nun aber ein 
fundamentaler Unterschied zwischen dieser und der Theorie 
des quadratischen Zahlenkörpers gegenüber: die Zerlegung 
der Zahl C iii nicht weiter zerlegbare Faktoren ist hier im 
allgemeinen nicht, wie im rationalen Zahlenkörper, nur auf 
eine einzige Weise möglich, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: eine unzerlegbare Zahl C ermangelt im allgemeinen 
der für Primzahlen charakteristischen Eigenschaft, daß ein 
Produkt zweier Zahlen nur dann durch sie teilbar sein kann, 
wenn es einer seiner Faktoren ist. So ist, um ein von 

Dedekind gegebenes Beispiel anzuführen, im KörperÄ(y— 5) , 

dessen sämtliche ganzen Zahlen die Form r + ^V— 5 mit 

ganzzahligen r, s haben, die Zahl —1 + 2^—5, wie man 
sich leicht überzeugt, auf keine Weise in ganze Faktoren 
der angegebenen Form zerlegbar, man findet aber 

iV ( - 1 + 2 /^) = 2 1 = 3 . 7 , 

und doch erweist sich keiner der (gleichfalls unzerlegbaren) 
Faktoren 3 , 7 teilbar durch -1 + 2 V^^, und die Zahl 21 
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somit auf zwei wesentlich verschiedene Arten als Produkt 
von unzerlegbaren Faktoren dargestellt. Dies zeigt an^ daß 
für die Teilbarkeit der ganzen Zahlen in ^ die unzerleg- 
baren ganzen Zahlen des Körpers nicht die letzten Elemente, 
nicht die eigentlichen Grundfaktoren der Zerlegung aus- 
machen können. Um diese zu ermitteln, bedarf es einer 
anderen Auffassung der Teilbarkeit. 

2. Man bemerke, daß, wenn eine ganze Zahl C des 
Körpers durch eine andere f teilbar, also f = y.f ist, wo 
auch y eine Zahl des Moduls g bedeutet, nicht nur C selbst, 
sondern mit ihr auch das gesamte Hauptideal Q^ im Haupt- 
ideal gl enthalten ist, wie denn auch umgekehrt, wenn 
letzteres der Fall ist, auch die Zahl C = 1 * C selbst eine 
Zahl dieses Hauptideals, mithin von der Form ^ = y.|, 
d. h. teilbar durch | ist. Hiemach, kommt es ganz auf das- 
selbe hinaus, ob man sagt: C sei teilbar durch |, d. h. | 
ein Teiler von t? oder ob man sagt: das Hauptideal gC sei 
enthalten im Hauptideale gf . Obwohl dann also in Wahr- 
heit gC nur einen Teil von gf ausmacht, wollen wir doch, 
um den Ausdruck dem Verhaltnisse zwischen der Zahl f 
und ihrem Teiler f anzupassen, das Ideal gf einen Teiler 
des Ideals gC oder letzteres durch das erstere teilbar 
nennen. Überhaupt setzen wir die Definition fest: 

Ein Ideal j heiße teilbar durch ein Ideal ;' oder 
letzteres ein Teiler des ersten, wenn^ inj'' enthalten 
ist, d. h. wenn alle Zahlen des Ideals^' auch Zahlen 
des Ideals f sind. 

Der Nutzen dieser Ausdrucksweise wird sich in Kürze 
herausstellen; er tritt schon darin zutage, daß wir den Satz, 
eine Zahl C sei teübar durch f , durch den völlig gleich- 
lautenden wie gleichbedeutenden: das Ideal gC sei teübar 
durch gf, ersetzen dürfen. 

Der gegebenen Definition zufolge ergibt sich weiter, 
daß, wenn ein Ideal j teilbar ist durch ein Ideal f, dies 
letztere aber teübar durch ein Ideal j'% auch j durch ;'' 
teübar ist; denn, wenn die Zahlen von j zu denen von f, 
die letzteren aber zu den Zahlen von f' rechnen, so gehören 
auch die ersteren den Zahlen von f an. 

Das Ideal g hat offenbar keinen Teuer außer sich selbst, 
denn es ist in keinem anderen enthalten. Jedes andere Ideal 
j hat jedenfalls den Teuer g oder ist teübar durch g, denn 
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alle seine Zahlen sind ganze Zahlen; desgleichen hat j den 
Teiler j, da es in sich selbst enthalten ist Wir weisen zu- 
nächst nach, daß es nur eine endliche Anzahl von Teilern 
besitzt 

Hierzu wollen wir zeigen, daß eine gegebene rationale 
ganze Zahl m nur einer endlichen Anzahl von Idealen an- 
gehören kann. In der Tat, da jedes Ideal die Form 
S'[a, h + 6] hat, so ist sa die kleinste rationale ganze Zahl, 
die es enthält, und jede andere darin enthaltene Zahl dieser 
Art ist ein Vielfaches von s a , denn unter allen Zahlen von 
der Form sa«a; + s(Ä + ö)«y sind nur diejenigen rational, 
für welche y = , d. h. die Vielfachen von s a . Soll also 
m darin enthalten sein, so muß m solch ein Vielfaches oder 
sa ein Teiler von m sein. Denmach gehört m nur den- 
jenigen Idealen an, für welche s, a eine Zerlegung eines 
Teilers d von m in zwei Faktoren darstellen, und da sowohl 
die Anzahl der Teuer d von m, als auch diejenige der Zer- 
legungen eines jeden von ihnen in zwei Faktoren nur eine 
endliche ist, so kann gewiß auch die Anzahl der Ideale, 
denen m angehört, nur eine endliche sein. 

Dies vorausgeschickt, sei jetzt j ein gegebenes Ideal 
und / irgend einer seiner Teuer. Dann muß, wie jede 
Zahl von j, so insbesondere auch die darin enthaltene kleinste 
rationale ganze Zahl dem Ideale j' angehörig sein; da sie 
aber nach dem eben Bewiesenen nur in einer endlichen An- 
zahl von Idealen enthalten sein kann, so kann auch die An- 
zahl verschiedener Teiler f von j nur eine endliche sein. 

3. Nun sei j=Ji'J2 das Produkt zweier Ideale. Man 
sieht leicht ein, daß jeder der beiden Faktoren j^ , ^g ^^^ 
Teuer von j ist. Denn die Zahlen des Produkts entstehen 
bekanntlich, wenn die Zahlen in j^ mit den Zahlen in J2 
multipliziert und solche Produkte nach Belieben zueinander 
addiert werden. Wenn aber die Zahlen von j^ mit Zahlen 
von J2 , d. h. mit ganzen Zahlen multipliziert werden, so ent- 
stehen der Definition eines Ideals zufolge Zahlen in ;\ , und 
Summen solcher Zahlen gehören, da das Ideal ein Modul 
ist, wieder zu j^ ; demnach sind alle Zahlen des Produkts 
ji • J2 d. h. des Ideals / in jj^ enthalten oder j^ ein Teuer von 
j, und ganz aus den gleichen Gründen ist j^ ein Teiler von j. 

Nun aber fragt es sich — und dieser Punkt ist der 
feste Punkt, auf dem die ganze Lehre von der Teil- 
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barkeit im Körper ^ beruht — ob auch umgekehrt 
jeder Teuer eines Ideals j als ein Faktor desselben aaf- 
gefaßt werden, mit anderen Worten, ob, wenn das Ideal j 
durch ein Ideal 7i tdlbar ist, ein anderes Ideal j^ so an- 
gegeben werden kann, daß j = h'h wird. Wir zeigen leicht 
auf Grund des fundamentalen Satzes am Schlüsse des ersten 
Kapitels) daß diese Frage zu bejahen ist. 

Wenn nämlich j^ ein Teiler von j^ also / in j^ enthalten 
ist, so ist für jedes Ideal j' ofiPenbar auch das Produkt y»^*' 
enthalten in j^ •/. Nach dem angeführten Fundamentalsatze 
können wir aber das Ideal / so wählen, daß das Produkt 
/i •;' ein Hauptideal gf wird; somit werden dann auch alle 
Zahlen des Ideals ;•/ Vielfache von f , d. i. von der 
Form y«f, wo y eine ganze Zahl des Körpers bezeichnet. 
Die Gresamtheit j^ dieser Zahlen y bildet aber einen Modul, 
da, wenn y'f und y'^f zwei Zahlen in j^y sind, auch ihre 
Summe und DifiPerenz (y' + y'O^ Zahlen in j*y und somit 
y' + ?'' Zahlen der Gesamtheit j^ sind. Sie ist aber zudem 
ein Ideal, denn, ist C irgend eine ganze Zahl des Körpers^ 
so gehört mit y ^ zugleich auch C • y f =* C y • f dem Ideale / •/', 
und somit zugleich mit y auch l^y der Gesamtheit j^ an. 
Da man nun setzen darf j'j' ^j^* ^^ so folgt weiter 

i'kj' = kh • i oder j'QS^hh'S, 

d. h. wegen Qj =* j einfacher j' ^ = kk ;. I, also auch j = j^ •j^ . 

Man erkennt auf Grund dieser Überlegungen nunmehr 
die völlige Identität der beiden Begriffe „Teiler'^ 
und „Faktor** eines Ideals. 

4. Da wir nun in Nr. 2 die Teilbarkeit einer Zahl f 
durch eine andere Zahl | durch die Teilbarkeit des Ideals gC 
durch das Ideal g| ersetzt haben, werden wir naturgemäß 
zu der allgemeineren Frage nach der Teilbarkeit der Ideale 
überhaupt geführt. Wir werden sehen, daß diese von ganz 
mit denen, welche für die Teilbarkeit der rationalen ganzen 
Zahlen gelten, übereinstimmenden Gesetzen beherrscht wird^ 
und werden auf diese Weise schließlich auch die Teil- 
barkeit der ganzen Zahlen des quadratischen Körpers auf 
die Teilbarkeitsgesetze des rationalen wieder zurückführen 
können. Wir beginnen diese Entwicklung mit der Ein- 
führung einiger einfachen Begriffe. 

Sind ;i , j^ zwei Ideale und bedeuten allgemein ^^ , C» 
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die in jedem derselben resp. enthaltenen Zahlen , so ist die 
GesamÜieit j der Zahlen Ci + C2 wieder ein Ideal. In der 
Tat ist sie zunächst ein Module denn^ sind CL ^1 ^wei der 
Zahlen Ci und C29 ^^ zwei der Zahlen C2; so gehöre4 
f 1 Hh f 1' ^^d fa + f 2' resp- den Idealen j^ und ^2 > und somit 

der Gesamtheit j an^ die sonach zugleich mit zwei ihrer 
Zahlen Ci + C2 > ^1 + C2' a^^ch deren Summe und Pi|Perenz 
enthalt. Die Gesamtheit j ist aber zudem auch ein Ideal. 
Denn, ist y irgend eine ganze Zahl des Korpers, so gehören 
mit Ci , tg auch y^u yC^ den Idealen j^ , J2 resp. und des- 
halb gehört zugleich mit Ci + C2 auch y Cj + y f 2 = y (Ci + ^2) 
der Gesamtheit / an, d. h. jede Zahl in j gibt mit irgend 
einer Zahl y in g multipliziert wieder eine Zahl in ; und 
daher ist j ein Ideal. Da nun jeder Modul, also auch jedes 
Ideal die Null enthält, so finden sich unter den Zahlen Ci + C2 
auch die Zahlen Ci + , d. L alle Zahlen des Ideals j^ , so- 
wie die Zahlen + C2 9 d. i. alle Zahlen des Ideals j^ , also 
sind ji f J2 beide enthalten in j oder teilbar durch j und das 
Ideal j ist ein gemeinsamer Teiler von j^ und jg» Bc- 
zeichnet femer ;' irgend ein Ideal, dw gemeinsamer Teiler 
von ji und j^ ist, in welchem nämlich alle Zahlen Ci von j^, 
wie alle Zahlen C2 von J2 enthalten sind, so enthält es auch 
alle Zahlen Ci + C2 ^ d. h. das Ideal ;' ; demnach ist j teilbar 
durch /, d. h. jeder gemeinsame Teiler von j^ und j^ ist 
ein Teuer des besonderen ihnen gemeipsamen Teüers j, 
welcher wegen dieser Analogie mit dem Verhalten der ger 
meinsamen Teiler zweier rationalen ganzen Zahlen der 
größte gemeinsame Teiler der beiden Ideale JifJ2 
genannt werden soll, obwohl er tatsächlich von allen ihnen 
gemeinsamen Teilern den kleinsten Umfang an Zahlen hat, 
Nach der Büdungsweise der Zahlen dieses Ideals j aus den 
Zahlen von j^ und j^ schreiben wir 

(1) . i = h+i2' 

Ist der so definierte größte gemeinsame Teiler zweier 
Ideale JifJ2 gleich g, so werden die Ideale Ji,J2 zwei 
relativ prime Ideale genannt; solobis sind ^so charak-? 
terisiert durch die Gleichung 

(2) A+i2 = 8. 
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5. Dem größten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen steht 
ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches gegenüber. Auch hier- 
für gibt es ein Analogon in der Theorie der Ideale. Sei 
jetzt j die Gesamtheit der Zahlen ^ welche zwei gegebenen 
Idealen j^ , J2 gemeinsam sind; solche gibt es abgesehen von 
der ihnen gewiß gemeinsamen Zahl Null; denn z. B., ent- 
halten ji , j^ die kleinsten rationalen Zahlen s^a^, $2 o^ resp., 
so enthalten sie beide die Zahl SiC^'S^c^ und alle deren 
Vielfachen. Diese Gesamtheit j bildet wieder ein Ideal; denn^ 
sind C^ C^^ zwei Zahlen derselben, also zugleich in j^ und 
in J2 enthalten, so sind auch C' + ^^' sowohl in j^ wie in J2 
und daher auch in der Gesamtheit ^ enthaltene Zahlen; des- 
gleichen gehört, wenn y irgend eine Zahl in g bedeutet, mit 
einer Zahl C auch das Produkt yC gleichzeitig den Idealen 
ji y J2 an, d. h. jede zu j gehörige Zahl gibt mit irgend einer 
Zahl in g multipliziert wieder eine zu j gehörige Zahl; mit- 
hin ist j ein Ideal. Da alle seine Zahlen sowohl in j^ als 
in J2 enthalten sind, d. h. da j sowohl durch j^ als auch 
durch J2 teilbar ist, darf j ein gemeinsames Vielfaches von 
ji f h genannt werden. Bezeiclmet aber j' irgend ein gemein- 
sames Vielfaches von j^ , j^ , nämlich ein Ideal, dessen sämt- 
liche Zahlen sowohl in j^ wie in /g enthalten sind, so ge- 
hören diese ja zu den Zahlen der Gesamtheit j , d. h. / ist 
teUbar durch j oder ein Vielfaches von ;. Man findet also: 
Jedes gemeinsame Vielfache der beiden Ideale j^ , J2 ^^^ ^^ 
Vielfaches des besonderen ihnen gemeinsamen Vielfachen y, 
welches wegen dieser Analogie mit der rationalen Zahlen- 
theorie als kleinstes gemeinsames Vielfaches von j^, /^ 
bezeichnet werden soll, obwohl es tatsächlich von allen ihnen 
gemeinsamen Vielfachen den größten Umfaug an Zahlen 
aufweist. 

6. Sind zwei Ideale y^, J2 relativ prim, so ist der 
größte gemeinsame Teiler von j^'j und J2, wo auch; 
ein Ideal, gleich demjenigen von ; und ^g- Nach der 
Voraussetzung ist nämlich h+ h = Qy also auch 

(3) (ii+i2); = 9; = y- 

um die Zahlen des linksstehenden Produkts zu erhalten, 
sind bekanntlich alle Zahlen C in ; niit allen Zahlen Ci + Cs 
des Ideals j^ + J2 zu multiplizieren und die Summen solcher 
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Produkte zu bilden, so daß jede Zahl des Ideals {ji +J2)j 
mit Hilfe des Summenzeichens durch 

darstellbar, d.h. eine Zahl des Ideals j^j + J2J ist. Da aber 
umgekehrt jede Zahl des letzteren die Form 

2'Ci r + 2c, r = 2{Ci + 0) r + ^'(o + C2) r 

hat, unter C^ C Zahlen in ; verstanden, und hiernach auch 
eine Zahl des Ideals (j^ +J2)j darstellt, so sind ersichtlich 
die Ideale j^ j + j^ j und {j^ + h)3 einander gleich, und die 
Gleichung (3) läßt sich schreiben: 

woraus dann offenbar weiter 

h3+hJ + h=1+h 

hervorgeht. Da nun das Produkt j^j, wie in Nr. 3 gezeigt, 
durch ^2 teilbar, nämlich in j^ enthalten ist, so wird die 
Summe aus jeder Zahl in j^ j und jeder Zahl in. j^f d. i jede 
Zahl der Summe j^ j + J2 ebenfalls nur eine Zahl in j^ sein 
können, mithin J2J + h enthalten sein in j^, während doch 
auch jede Zahl in J2 als Summe aus der in J2J enthaltenen 
Null und einer Zahl in ^2 ^ d. h. als eine Zahl in j^j +J2 dar- 
stellbar oder in letzterem Ideale enthalten ist. Da hiemach 
die Ideale J2 und j^j + J2 sich gegenseitig enthalten, ist 
J2=J2J-\-h "^d ^^® obige Gleichung geht über in die 
folgende: 

(4) ki + h=i+hy 

welche in der Tat nichts anderes ist, als der Ausdruck des 
behaupteten Satzes. 

Hieraus schließen wir sogleich den wichtigen weiteren Satz: 
Sind nicht nur j^ und J2y sondern auch j und J2 
relativ prime Ideale, so sind auch die Ideale j^j 
und J2 relativ prim. Denn bei diesen Voraussetzungen 
besteht nicht nur die Gleichung /^ -f- ^g = 8 > sondern auch 
die Gleichung Z+ig = g, daher nimmt die aus der ersteren 
erschlossene Gleichung (4) die Gestalt an: 

(5) M+i2 = i 
und lehrt die Richtigkeit des Satzes. 

BachmanD, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 15 
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7. In diesen Sätzen haben wir die Grundlage gewonnen, 
nm nun die Zerlegbarkeit der Ideale in eindeutig bestimmte 
einfache Faktoren zu erweisen. Wir nennen analog mit 
der Theorie des rationalen Körpers ein von g ver- 
schiedenes Ideal y ein Primideal, wenn es außer den 
ihm stets zukommenden Teilern g und j keine 
anderen Teiler besitzt. Man ersieht daraus sogleich, daß 
irgend ein anderes Ideal j^ entweder teilbar durch j oder 
relativ prim sein muß zu j, denn der größte gemeinsame 
Teiler der Ideale ^ und ^^ kann nur der eine oder der andere 
der beiden Teiler g und ; sein, welche j besitzt, in Zeichen: 

entweder ; -f ;^ = g , oder ; +ji ^j ; 

im ersteren Falle sind ;, ji relativ prim, im zweiten ist jede 
Summe C + Ci aus irgend einer Zahl in j und irgend einer 
Zahl in j^ , also auch die Zahl + Ci = Ci ,• d. h. jede Zahl 
des Ideals j^ in j enthalten oder j^ teilbar durch j . Auch 
schließen offenbar diese beiden Fälle sich aus, da j von g 
verschieden zu denken ist. 

Daraus folgt weiter die wichtigste Eigenschaft 
jedes Primideals j, daß ein Produkt zweier Ideale j^, j^ 
nur dann durch j teilbar sein kann, wenn es einer der Fak- 
toren ist, ein Satz, der dann sofort auf Produkte aus einer 
beliebigen Anzahl von Faktoren ausgedehnt werden kann. 
In der Tat, ist keins der Ideale j^ , j^ teilbar durch das 
Primideal jy so sind sie nach dem eben Bewiesenen beide 
relativ prim zu /, und daher ist zufolge des letzten Satzes 
voriger Nummer auch ihr Produkt relativ prim zu ;, d.h. 
h ^2 + 7 = 9 » "[ilthln ,/i J2 nicht teilbar durch ; , denn sonst wäre 
g s= j^ j^ -|- j in ; enthalten, was nicht sein kann, da ; von g 
verschieden gedacht wird. 

Das Ideal g spielt in der Theorie der Ideale ersichtlich 
die Bolle der Einheit. In der Tat ist stets, wie wir schon 
wissen, g^* = j ; ferner ist jedes Ideal teilbar durch g , weil 
seine Zsihlen sämtlich ganze Zahlen sind; deshalb ist der 
größte gemeinsame Teiler von g und iigend einem Ideale j 
gleich g, in Zeichen: ; + 9 = 09 denn da jede Zahl C des 
Ideals / auch eine Zahl in g ist, so ist auch I^ + y zugleich 
mit y eine Zahl in g und umgekehrt jede Zahl y \n ^ gleich 
+ y , d. i eine Zahl in ; + g • 
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Man sieht endlich auch leicht^ daß aus jeder Gleichung 

• • • 

zwischen Idealen die Gleichheit / = g hervorgeht; in der 
Tat, multipliziert man jene mit einem Ideale / von der 
Beschaffenheit, daß j^»y ein Hauptideal gf wird, so findet 
sich y • g f d. i. y f = g f und hieraus ersichtlich auch ; = g , 
wie biehauptet 

Hiernach darf man bei jeder Zerlegung eines Ideals in 
Faktoren vom Faktor g abstrahieren oder zwei Zerlegungen, 
die sich nur durch mesen Faktor unterscheiden, als mit- 
einander identisch betrachten. 

8. Wir beweisen nun den fundamentalen Satz, daß 
jedes Ideal auf eindeutig bestimmte Weise als ein Produkt 
aus einer endlichen Anzahl von Primidealfaktoren dargestellt 
werden kann. 

Zunächst hat jedes Ideal j einen Primidealfaktor. Ent- 
weder ist nämlich ; selbst ein Primideal, und dann wäre 
für dasselbe der obige Satz schon bewiesen, denn dann 
verstattet y, da es außer j und g keinen Teiler hat, nur 
die Darstellungen j=j oder j=Q*j, deren letztere nicht 
wesentlich von der ersteren verschieden ist. 

Oder j hat einen von g und ; verschiedenen Idealteiler 
/; dann darf gesetzt werden j = j^'j^ , wo auch j^ ein Ideal 
ist. Wäre hier / noch kein Primideal, so hätte es wieder 
einen von g und f verschiedenen Idealteiler /', und man 
könnte setzen j = f^'JiJ2f ^^ auch j^ wieder ein Ideal be- 
zeichnet. Wäre auch /' noch kein Primideal, so könnte 
man wieder einen neuen Teiler /'' von /' finden, könnte 
j = f^^'jihjs setzen und so weiter fortfahren, aber nicht 
ohne Ende; dehn die Ideale 

(6) h^ hh^ hhk> •••> 

auf welche man so gefuhrt wird, sind nicht nur sämtlich 
Teiler des Ideals j, sondern auch untereinander verschieden, 
da z. B. aus einer Gleichung 



• • • • 



hJ2=hh'J3hh 

nach dem in voriger Nummer Bemerkten sich 

Q=hhh 



15 
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ergäbe, wonach g durdi ein Ideal j^ teilbar, d. L in j, ent- 
halten wäre, was nur sein kann, wenn J3 == g wäre, gegen 
die Yoraossetzong. Die Reihe der Ideale (6) würde also 
unendUch viel verschiedene Teiler von j ergeben, entgegen 
dem Umstände, daß ein Ideal nnr eine endliche Anzahl von 
Teilern besitzt, wenn man nicht bei Fortsetsong des oben 
bezeichneten Prozesses einmal auf einen Primidealteiler von 
j geführt würde, den wir p nennen wollen, und so der 
Prozeß endete. Demnach darf dann gesetzt werden 

wo nun wieder / ein Ideal bezeichnet. 

Auf das letztere aber kann die gleiche Betrachtung in 
Anwendung gebracht, also /=p'*/' gesetzt werden, wo p' 
ein Primideal und auch f^ ein Ideal bezeichnet, dessen 
ersteres übrigens von p nicht verschieden zu sein braucht. 
80 kann man weiter fortfahren und erhält dann /'= p^'-;'" 
usw., doch aus gleicher £j:wägung wie vorher nicht olme 
Ende, man muß vielmehr in der Reihe der Ideale /,i'%/'% . - . 
endlich einmal auf ein Ideal j^^ stoßen, welches selbst ein 
Primideal pW ist, somit den weiteren Fortgang schließt und 
die Formel 

(7) ; = p.p^p'^..p(0, 

d. i. die Zerlegung des Ideals ; in lauter Primidealfaktoren 
ergibt. 

Daß eine solche Zerlegung aber nur in eindeutiger 
Weise möglich ist, zeigt sich ganz ebenso wie bei der Zer- 
legung der rationalen ganzen Zahlen in Primfaktoren. Konnte 
man nämlich auch 

y== q.q'.q'' . . . q(*) 

setzen, wo auch q,q^, ... lauter Primideale bezeichnen, 
80 müßte 

(8) p.p^p^^..pW = q.q^q'^.. q(*) 

sein; das Ideal zur Linken hätte also das Primideal q zum 
Teiler, was nur seüi kann, wenn einer seiner Faktoren, etwa 
p, durch q teilbar ist; aber p hat als Primideal nur die 
Teiler p und g , und da q von g verschieden ist, muß q = p 
sein. Dann folgte aber durch Multiplikation von (8) mit 
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einem Ideale Jq, für welches pj^^qj^ ein Hauptideal g| 
wird, die Gleichung 

also die einfachere Gleichung 

die ebenso behandelt werden kann wie (8), und dann etwa 
die Gleichheit q'=p'^ ergibt usw. Auf diese Weise zeigt 
sich die vollständige Übereinstimmung der einzelnen Prim- 
idealfaktoren beider Zerlegungen und daß ihre Anzahl hüben 
und drüben die gleiche sein muß. 

Werden endlich die etwa gleichen Primidealfaktoren in 
der Zerlegung (7) zu Potenzen zusammengefaßt, so kann 
der Fnndamentalsatz auch folgendermaßen ausgesprochen 
werden : 

Jedes Ideal j kann auf eine eindeutig bestimmte 
Weise als Produkt aus Potenzen von Primideal- 
faktoren dargestellt werden nach der Formel 

(9) j^p"' p'"' . . . p»"^'^ , 

worin a,a\,..a^^ positive ganze Zahlen bezeichnen. 

9. Die völlige Gleichmäßigkeit der Gesetze für die 
Teilbarkeit der Ideale und derjenigen für die Teilbarkeit 
der rationalen ganzen Zahlen, die sich in den letzten beiden 
Nummern ausgesprochen hat, erhält sich nun auch weiterhin 
durch die ganze Theorie hindurch. Es muß hier genügen, 
dies in einigen wichtigen Punkten festzustellen, welche die 
Theorie der Kongruenzen betreffen. 

Schon in Nr. 7 des ersten Kapitels haben wir alle 
Zahlen der Gesamtheit g in bezug auf einen darin enthaltenen 
Modul m in Klassen kongruenter Zahlen verteilt und deren 
Anzahl als Norm von m und durch das Symbol 9fl(m) be- 
zeichnet. Wählen wir jetzt für diesen Modul ein Primideal p 
und setzen zur Abkürzung jr = 9fl(p); dann gibt es also 
7t Zahlen Co> Ci^ ^2^ • • •> Cä-i in 9» welche (mod. )(i) unter- 
einander inkongruent sind und für die Gesamtheit g ein 
vollständiges Eestsystem derart ausmachen, daß jede Zahl 
in g einer und nur einer jener n Zahlen kongruent ist 
(mod. p) ; eine dieser Zahlen, etwa Co > wir<i kongruent Null, 
d. h. in p enthalten sein und kann geradezu gleich Null 
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vorausgesetzt werden, die übrigen sind im Ideale p nicht 
enthalten. 

Nach Einführung dieses allgemeineren Kongruenzbegriffs 
kann man nun wieder die Aufgabe stellen^ eine gegebene 
Kongruenz aufzulösen. Sei 

f{x) ^ (KiX^ + OCk-l^^^ + . . . + OC1X + OCq 

eine ganze Funktion von .x, deren Koeffizienten ganze 
Zahlen des Körpers ^ bezeichnen; wir setzen voraus, daß 
ocjt nicht im Ideale p enthalten sei, und nennen dann die 
Funktion vom Grade Je . Dann gilt ganz analog mit Kap. 2 
Nr. 2 des ersten Abschnittes der Satz: 
Die Kongruenz 

(10) A^) = (mod. p) 

kann nicht mehr Wurzeln, d. h. (mod. p) inkongruente Lösungen 
haben, als ihr Grad betragt. Dabei heißt „Lösung^' ein Wert 
x = C, der eine ganze Zahl des Körpers ^ ist und so be- 
schaffen, daß die Zahl 

dem Ideale p angehört. Der Beweis ist fast wörtlich der 
gleiche wie a. a. O. Zunächst überzeugt man sich leicht, 
daß der Satz für jede Kongruenz ersten Grades 

(X^x + (Xq^O (mod. p) 

gilt. Hätte diese nämlich zwei inkongruente Lösungen Ci ^ C2 ^ 
so daß oci Ci + ocq, «1 C2 + ^0 "^ ^^ vorhandene Zahlen wären, 
so wäre dies auch die Differenz oc^ (Ci — C2) beider Zahlen, 
in welcher jedoch weder oc^ noch d— -C2 ^ P enthalten sind; 
dann kann aber auch jene Differenz keine Zahl in p sein, 
denn sonst wäre zugleich mit ihr das ganze Hauptideal 
9 • ^i(fi -" ^2) ^ \^ enthalten; da aber g ein Ideal und daher 
g g =s g ist, läßt sich dies Hauptideal schreiben wie folgt: 

98 -0^1(^1-^2), 

was man, in Erinnerung an die Art und Weise, wie die 
Zahlen eines Idealprodukts aus den Zahlen seiner Ideal- 
faktoren gebildet werden, sogleich als identisch erkennt mit 
9 ^1 • 9 (f 1 ~" C2) • Wenn aber dieses Produkt in p enthalten 
oder durch das Primideal p teilbar sein soll, so muß es 
auch einer seiner Faktoren sein, d. h. dieser Faktor Qtx^ 
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oder g(Ci — C2) ^°d daher auch ä^ resp. Ci— C2 müßte in p 
enthalten sein^ gegen die Voraussetzungen. 

Nachdem so der Satz für Kongruenzen ersten Grades 
als gültig befunden, nehmen wir nun an, er sei bereits für 
alle Kongruenzen geringeren als J;ten Grades bewiesen, und 
zeigen, daß er dann auch für diejenigen k ten Grades besteht; 
so wird durchi allgemeine Induktion dann seine Allgemein- 
gültigkeit erwiesen sein. Zu diesem Zwecke nehme man 
an, die Kongruenz (10) habe im Gegenteil mindestens k+1 
Wurzeln Co ^ ^ 1 ^ ^ 2 * • • • ^ C* ; dann hätte die Kongruenz 
höchstens Ä — 1 ten Grades 

f{x) — (Xk{x — Ci){oc - C2) • • • (^ — Ck) = (mod. p) 

die k inkongruenten Lösungen Ci 9 C2 > • • • > Ct und müßte 
dem vorausgesetzten Satze gemäß identisch, d. h. für jeden 
Wert von x, der eine ganze Zahl des Körpers Ä ist^ also 
auch für x = Co erfüllt sein. Da aber nach Voraussetzung 
/*(Co) ^ (mod. p) , so ergäbe sich dann aus vorstehender 
Kongruenz die andere: 

ötifc(Co - Ci)(Co - Ca) • . . (Co - Q = (mod. p) , 

von der genau wie vorher bewiesen wird, daß sie nicht be- 
stehen kann, da kein Faktor des Produkts in p enthalten 
ist. Die Kongruenz (10) kann also nicht mehr als k Wurzeln 
haben, w. z. b. w. 

10. Werden femer die Glieder Ci^ Ca ..•> C^r-i eines 
vollständigen Restsystems (mod. p) für die Gesamtheit g , 
welche nicht in p enthalten sind, mit irgend einer ganzen 
Zahl C des Körpers, die ebenfalls nicht in p enthalten ist, 
multipliziert, so entstehen jt — 1 Produkte 

(11) CCi, CC2,..., CC.-1, 

die," was geradeso wie in voriger Nummer gezeigt wird, auch 
nicht in p enthalten sein können und zudem inkongruent 
sind (mod.))), da aus 

CC, = CCi (mod.^) 

sich C(Ci' — C)b) als eine in p enthaltene Zahl ergäbe, während 
doch weder C noch C»* — Ct eine Zahl in p ist. Hiernach 
bilden die Zahlen (11) wieder ein bis auf das eine in p 
enthaltene Glied vollständiges Eestsystem (mod. p) für die 
Gesamtheit g , und deshalb sind sie, von der Ordnung etwa 
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abgesehen, den Zahlen Ci 9 C2 9 • • m Cn-i kongruent. Da man 
nun wieder, ganz analog wie bei den gewöhnlichen Kon- 
gruenzen zwischen ganzen rationalen Zahlen, auch für die 
hier betrachteten allgemeineren Kongruenzen einsieht, daß 
verschiedene Kongruenzen, die nach dem gleichen Modal 
stattfinden, miteinander addiert, subtrahiert oder multipliziert 
werden können, wie Gleichungen, so wird auch das Produkt 
der Zahlen (11) dem Produkte der Zahlen Ci^ C29 • • •> C^r-i 
kongruent sein, also die Kongnienz 

^'"^ -^1^2... Cn-1 = Ci C2 • . • C«-i (mod.p) 
hervorgehen, aus welcher sich die DiflRerenz beider Seiten: 

als eine im Ideale p enthaltene Zahl ergibt. Demnach 
folgert man wieder, daß das Produkt 

g(f-i-l).9fiC2...f.-i 

durch das Primideal p teilbar ist; der zweite Faktor kann 
es nicht sein, da sonst zugleich mit ihm insbesondere auch 
die Zahl Ci C2 • • • Cjk-i in p enthalten sein müßte, während 
es doch keiner der Faktoren Ci? ^2* •••> Cw-i ist; mithin 
muß der erste Faktor durch p teilbar, d. h. in p enthalten 
und also auch ^~^ — 1 eine Zahl des Ideals p oder 

(12) f^-i = l (mod.p) 

sein. Wir sind also durch ganz entsprechende Folgerungen, 
wie in Abschn. I, Kap. 2, Nr. 8, zu einem Satze gelangt, der 
als i^arma^scher Satz im quadratischen Körper zu 
bezeichnen ist und folgendes aussagt: 

Für jede in einem Primideal p nicht enthaltene ganze 
Zahl C des Körpers besteht die Kongruenz (12) oder, wenn 
die Bedeutung von n beachtet wird, die Kongruenz 

(13) C^(P)-i = l (mod.p). 

Nachdem durch diesen Satz für jede solche Zahl C eine 
Potenz nachgewiesen ist, welche (mod. p) der Eins kongruent 
ist, wird auch eine niedrigste Potenz dieser Art vorhanden 
sein. Ist C* diese niedrigste der Eins (mod.p) kongruente 
Potenz von Cf so mag wieder, wie in Nr. 9 des angegebenen 
Kapitels, e der Exponent heißen, zu welchem ^ (mod.p) ge- 
hört. Man überzeugt sich dann durch einfache Wieder- 
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holuDg ganz gleicher Schlüsse wie dort, daß e ein Teiler 
von Sß(p) — 1 sein muß, nicht minder davon^ daß es in p 
nicht enthaltene ganze Zahlen ^ des Körpers gibt^ welche 
zu diesem größten aller Exponenten Sß(p) •— 1 gehören und 
wieder als primitive Wurzeln (mod. p) bezeichnet werden 
mögen. Wir müssen jedoch die weiteren Ausführungen 
dieser Bäsonnements dem Leser überlassen, wie wir auch 
darauf verzichten müssen, noch weiter die vollständige Ana- 
logie zu verfolgen, welche zwischen der Theorie der Ideale 
und derjenigen der rationalen ganzen Zahlen besteht. 

11. Indem aber solcherweise die Arithmetik des Kör- 
pers ^ auf seine Primideale als wesentliche Grundelemente 
angebaut wird, handelt es sich nun noch darum, diese letz- 
teren zu ermitteln. Wir schicken solcher Untersuchung einen 
einfachen Hilfssatz voraus. 

Ist ; irgend ein Ideal und i=3i(;'), so läßt sich die 
Gesamtheit g in % Klassen (mod.^) kongruenter Zahlen ver- 
teilen; seien Co^ ^\> C2 > •••> C^-i ^in vollständiges Rest- 
system für jene Gesamtheit; dann erhält man alle Zahlen 
in g mittels der Formeln 

wenn man darin für ri sämtliche Zahlen des Ideals j ein- 
gesetzt denkt, und erhält so auch jede Zahl in g nur einmal, 
da, wenn ri\ yj'^ Zahlen in j bedeuten, niemals 

Ca' + ^' = Ca" + rj'' , also Ca- - Ca- = ^'' — ^' 

d. i. gleich einer in j enthaltenen Zahl sein kann, ohne daß 
gleichzeitig W = W und yj' = rj^' ist. Wenn nun ein zweites 
Ideal j^ durch j teilbar, d. i. in j enthalten ist, so lassen 
sich wieder auch alle Zahlen des Ideals ; in bezug auf den 
Modul / in Klassen kongruenter Zahlen verteilen, deren 
Anzahl k sei und durch (; , /) bezeichnet werde. . Setzt man 
demgemäß ^0 » ^i> ^2 > • • •> ^)b-i als ein vollständiges Rest- 
system (mod./) für die Gesamtheit der Zahlen in j voraus, 
so daß alle Zahlen des Ideals j und wieder jede auch nur 
einmal durch die Formeln 

Vo + if Vi + Sf '-> rjk-i + ^ 
erhalten werden, wenn man darin für | sämtliche Zahlen 
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.des Ideals / gesetzt denkt^ so entstehen wegen (14) offen- 
bar alle Zahlen in g mittels der i-k Formeln 

(16) f,+,.+i * {:zii:i:zi-\, 

wenn auch hier für i sämtliche Zahlen des Ideals f ein- 
gesetzt werden. 

Die i • Je Zahlen f^ + rjs sind aber (mod. j^ inkongnient; 
denn^ wären zwei derselben kongruent, etwa 

Cr+r]s = C,-' + ^«' (mod. j") , 

d. h., wäre die Differenz 

(16) (Cr - C.^) + (Vs - Vs') 

eine in f enthaltene Zahl^ so wäre sie auch enthalten in j, 
und da rjg — i]^ zugleich mit tjg, t]^ eine Zahl des Ideals j 
ist, so müßte auch Cr — Cr" eine solche Zahl sein, was nach 
der Bedeutung der Zahlen Cry Cr" i^ur sein kann, wenn sie 
miteinander identisch sind. Da alsdann aber die Diffe- 
renz (16) sich auf tjs — ^«' reduziert, diese letztere Differenz 
also nach der Annahme in / enthalten sein würde, müßten die 
Zahlen rjs, ri^* ihrer Bedeutung zufolge miteinander identisch 
sein und somit gleiches gelten auch von den Zahlen ^r+ yjbi 
Cf" + Vs'- ^^Q erkennt aus diesen Gründen, daß die 
i'Jc Zahlen Cr +^8 ein vollständiges Restsystem (mod.J') 
für die Gesamtheit g darstellen, und daß somit i • A = 9i(yO 
ist. Dies spricht sich aus in folgendem Satze: 

Ist ein Ideal / teilbar durch ein Ideal J, so ist 
auch die Norm von f teilbar durch die Norm von 
jf und es besteht die Gleichung 

(17) m") - ^(j) ' (j , j") , 

der auch die symmetrischere Form 

(8^/) = (8^;')-0^/) 

gegeben werden kann. Dieser Gleichung gemäß sind die 
Normen von j und f dann und nur dann gleich, wenn 
(jy f) = 1, d. h. wenn alle Zahlen in j nur eine einzige 
Klasse (mod./) bilden, somit kongruent sind mit der in ; 
wie in f enthaltenen Null, d. h. sämtlich in f enthalten 
sind. Da aber f teilbar durch ; vorausgesetzt ist, so sind 
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auch umgekehrt alle Zahlen von / Zahlen von j und somit 
dann beide Ideale identiscL Man darf demnach sagen: 

Ist j ein echter, d. h. von / selbst verschiedener Teiler 
von /, so ist auch 3i(j) ein echter Teiler von 5ßO0* 

12. Indem wir nun zur Aufsuchuug aller Primideale 
des quadratischen Körpers übergehen, bemerken wir vor 
allen Dingen, daß die kleinste in einem Primideale p ent- 
haltene rationale ganze Zahl eine Primzahl sein muß. Denn, 
wäre sie eine zusanunengesetzte Zahl m-n, so wäre zugleich 
mit dieser auch das ganze Hauptideal g*mn, welches auch 
gg.mn=«gm-gn geschrieben werden kann, in p enthalten 
oder teilbar durch p, woraus dann folgen würde, daß wenigstens 
einer der beiden Faktoren, etwa gm, durch :|} teilbar, mithin alle 
seine Zahlen, insbesondere die rationale ganze Zahl m < m • n 
in p enthalten wäre, gegen die Annahme, daß mn die kleinste 
dieser Zahlen sei Jedem Primideale p entspricht also eine 
rationale Primzahl p als kleinste darin enthaltene rationale 
ganze Zahl, und sie ist eindeutig bestimmt, nämlich die ein- 
zige im Ideale p vorhandene Primzahl, da ja alle sonst in 
ihm enthaltenen rationalen ganzen Zahlen Vielfache der 
kleinsten im Ideal vorhandenen sein müssen. Da nun jedes 
Ideal die Form (Kap. 1, Nr. 9) eines Moduls s • [a , h + 6] 
hat, so muß, wenn die kleinste rationale ganze Zahl des 
Ideals eine Primzahl p, insbesondere also, wenn das Ideal 
ein Primideal sein soll, sa^p, also entweder s =p, a = 1 
oder s = 1 , a =p sein. Im ersteren Falle ist das Ideal 

l>.[l,Ä + ö]=i?.[l,ö]-gi?, 

im zweiten Falle 

-b + fD 



[p,h + e] = 



p 



) 



während b eine ganze Zahl ist, welche der Kongruenz 
(18) h^ = D (modAp) 

genügt; solches Ideal existiert also nur dann, wenn die 
letztere Kongruenz möglich ist. Hiemach unterscheiden wir 
zwei Fälle: 

Erstens: die Kongruenz (18) ist unmöglich oder D 
quadratischer Nichtrest von 4p, was voraussetzt, daß D 
durch p nicht aufgeht, denn sonst wäre b =^p oder b = 2p 
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eine LösaDg der Kongruenz, je nachdem D ^ 1 oder D ^ 
(mod. 4). In diesem Falle gibt es nur ein Ideal, nämlich 
das Ideal Qp j dessen kleinste rationale ganze Zahl p ist, 
und dieses Ideal ist ein Primideal. Denn, hätte g^ einen 
von sich selbst und von g verschiedenen Idealteiler j , so 
daß Qp=j'f gesetzt werden könnte, so müßte gp, also 
auch die Zahl p im Teiler j enthalten sein. Da aber p 
Primzahl ist, konnte die kleinste in^' vorhandene rationale 
ganze Zahl nur entweder 1 oder p sein, folglich wäre j 
gegen die Voraussetzung entweder gleich g oder gleich 
gp, dem einzigen Ideale, das die kleinste rationale ganze 
Zahl p enthält. — Die Norm dieses Primideals Qp ist 
[Kap. 1, Formel (58)] 

(19) 5ß(gi?) = J^^(i9)=i>2. 

demgemäß nennen wir g^ ein Primideal zweiten Grades. 
Zweitens: die Kongruenz (18) ist möglich oder D 
quadratischer Rest von Ap. In diesem Falle gibt es eine 
der Kongruenz (18) genügende Zahl h , also neben dem Ideale 
g^ auch noch ein Ideal 

-h + iD 

[^' —2 ^ 

der gedachten Beschaffenheit. Ist aber 6' irgend eine andere 
Zahl, für welche V^ ^ D (mod. Ap) ist, so entspricht auch 
ihr ein solches Ideal 

(20, [p. r^M 

Nun findet man 6'2 = j2 (^od. Ap) oder (V — b) • {b' + b) 
teilbar durch Ap; demnach ist wenigstens einer der beiden 
Faktoren durch p , beide zugleich aber durch 2 teilbar, da 
6, y gleichartig mit D, also auch untereinander gleichartig 
sind; man schließt also, daß entweder V —b oder 6'+ 6 ein 
Vielfaches von 2p y etwa gleich 2p ß ist. Die dem Ideale 

(20) entsprechende Linearform 

v^ + 2"^— •y = i>(^-)8y) + — 2"^ 

stimmt also mit einer der beiden Formen 

-b + iD , -^b-iD 
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überein, wenn man x — ßy = Uy y = +i; setzt, d. h. das 
Ideal (20) ist mit einem der beiden: 



(21) 



P 



l + iB 



P 



b-^fD 



die einander konjugiert sind, identisch. In diesem zweiten 
Falle gibt es also nur drei Ideale, deren kleinste rationale 
ganze Zahl p ist, nämlich außer dem Ideale Qp die beiden 
Ideale (21). Möglicherweise sind aber die beiden letzteren 
noch identisch. Um zu erkennen, wann dies etwa der Fall 
ist, untersuchen wir allgemeiner, wann eins von ihnen durch 
das andere teilbar oder in ihm enthalten ist. Soll das erste 
im zweiten enthalten sein, so muß insbesondere auch die Zahl 

— eme Zahl von der Form pz -] ^ — v , d. h. 

b b ^ . 

und — — =^^-j-— -, also b^—p^ oder teilbar 



2 
V 1 



durch p sein, was nach der Kongruenz (18) nur möglich ist, 
wenn p ein Primteiler der Grundzahl D ist. Ist diese not- 
wendige Bedingung aber erfüllt, so ist auch b durch p teil- 
bar, daher ist, wenn b = —pz gesetzt wird, — — = jp^ef + — , 
also nicht nur ^ 



-6 + yD 



= pz — 



b-iB 



eine im Ideale 



P 



-b-iD 



-b-iB 



=-pz 



eine im Ideale 



P 



-b + iD 



, sondern auch 

-b + JD 
2 

enthaltene Zahl, woraus dann 



folgt, daß jedes der beiden Ideale (21) durch das andere 
teilbar ist, und daß sie also miteinander identisch sind. 

Man erkennt weiter, daß die Ideale (21), gleichviel ob 
identisch oder verschieden, Primideale sind. Denn, wäre das 

-^ kein Primideal, so müßte es aus Prim- 



Ideal 



P 



idealfaktoren zusammengesetzt, also in einem Primideale ent- 
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halten sein, welches, da es auch die Primzahl p enthielte^ 
eins der Ideale (21) oder gp ^^ müßte; das letztere ist 

—h + iB 
aaszaschließen^ da '^ — keine Zahl dieses Ideals, näm- 

lieh nicht von der Form 

px+pye^px + ^^+^^^ 



sein kann; also müßte das Ideal 



P 



^b + iD 



durch das 



andere der Ideale (21) teilbar sein, was, wie wir soeben be- 
wiesen, nur sein kann, wenn beide identisch sind, der Prim- 

— ^ also dies Ideal selbst ist. Die 



f aktor von 



P 



Normen der Primideale (21) sind [Kap. 1, (51)] gleich p; 
deshalb sollen diese Primideale als solche ersten Grades 
bezeichnet werden. 

In diesem zweiten Falle ist aber das Ideal Qp kein 
Primideal, sondern zerfällt in das Produkt der beiden kon- 
jugierten Primideale (21). In der Tat, da p eine dem Ideale 

-h + fD 



(22) 



P = 



P 



angehörige Zahl ist, so ist mit ihr auch das Hauptideal Qp 
darin enthalten oder Qp teilbar durch p, so daß, unter; 
ein Ideal verstanden, QP = p*j gesetzt werden darf. Dem- 
zufolge ergibt sich nach (17) 

mit Rücksicht auf (19) kann also ^(j) nur einen der drei 
Werte 1, p, p^ haben. Wäre 3i(;) = (g, ;*) = 1, so wäre 
(vor. Nr.) ; = g und Qp =pj = Qp =py was unmöglich ist, 
da, wie kurz vorher bemerkt, p nicht in g^ enthalten, ge- 
schweige denn ihm gleich sein kann. Wäre Sß (j) = p^ , so 
müßte (jfQp) = l,d,h.j ein in Qp enthaltenes Ideal, mit- 
hin von der Form fp sein, wo auch / ein Ideal bedeutet, 
dann aber ergäbe sich QP = p j = p f •p, also Q = p f j was 
nicht sein kann, da g keinen von sich selbst verschiedenen 
IdealteUer besitzt. Somit kann nur 3t(j) ==p sein, während 
doch j, da es als Teiler von g^ mit Qp auch p selbst ent- 
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halt^ nur ein Ideal sein kann, welches entweder 1 oder p 
als kleinste rationale ganze Zahl enthält, somit entweder 
gleich g , oder gleich Qp , oder eins der Ideale (21) ist; die 
beiden ersteren Fälle sind unvereinbar mit der Gleichung 
^(J)'=P> ^3 bleibt also nur der letzte. Demnach ergibt sich 

(23) QP = P'Pif 

wo jeder der Faktoren eins der Ideale (21) ist. Aus dem- 
selben Grunde aber, aus welchem Qp durch das Ideal (22) 
teilbar sein mußte, ist es dies auch durch das andere, mit 
p konjugierte Ideal (21) d. i 



P'- 



P 



Wenn letzteres von p verschieden, also p kein Prim- 
teiler der Grundzahl D ist, muß daher in (23) pi = p^ sein, 
und Qp ist das Produkt der beiden verschiedenen konjugierten 
Primideale ersten Grades ^), ^)': 

QP^p'p'. 

Sind aber die beiden Ideale (21) identisch, d. h. ist 
p ein Primteiler der Grundzahl D, so erhalt man aus (23) 

also als das Quadrat eines Primideals ersten Grades. 

Diese Resultate lassen sich in folgendem eleganten, zuerst 
von Dedekind ausgesprochenen Satze zum Gesamtausdruck 
bringen: 

Bedeutet p eine rationale Primzahl, welche in 
der Grundzahl D aufgeht, so ist ^p das Quadrat 
eines Primideals ersten Grades. Geht aber p nicht 
in D auf, so ist gp das Produkt aus zwei vonein- 
ander verschiedenen konjugiertenPrimidealen ersten 
Grades, oder selbst ein Primideal zweiten Grades, 
je nachdem D quadratischer Rest oder Nichtrest ist 
von 4,p. 

Ist insbesondere i?»2, so ist g2 das Quadrat eines 
Primideals ersten Grades, falls D ^ (mod. 4), also D = Ad 
ist, denn dann ist 2 ein Primteiler von D. Ist dagegen 
D = d^l (mod. 4), also 2 kein Primteiler von D , so zer- 
fallt g2 in das Produkt zweier verschiedener, konjugierter 
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Primideale ersten Grades, wenn 2) ^ 1 (mod. 8), es ist da- 
gegen selbst ein Primideal zweiten Grades, wenn D ^ 5 
(mod. 8) ist; denn das Quadrat jeder mit 2) gleichartigen, 
also ungeraden Zahl b ist stets =e1 (mod. 8), also ist im 
ersteren und nur im ersteren Falle die Kongruenz b^^ D 
(mod. 8) möglich. 

Viertes Kapitel. 

Ideale nnd Gitterzahlen. 

1. Nachdem im Vorhergehenden für die Ideale des quadra- 
tischen Körpers die TeUbarkeitsgesetze entwickelt und als 
völlig übereinstimmend befunden worden sind mit denjenigen, 
welche die Teilbarkeit der rationalen ganzen Zahlen be- 
herrschen, stellen wir nunmehr die gleiche Untersuchung für 
die einzelnen ganzen Zahlen des Körpers an. Zu diesem 
Zwecke wollen wir aber noch näher auf die Beziehung ein- 
geheu; die zwischen den Idealen und den quadratischen 
Formen schon bemerkt worden ist. 

Jedes Ideal des Körpers ^ hatte die Form eines Moduls 



(1) 



-h + VD 

a, :r-^ 



in welchem a , i rationale, der Kongruenz b^ ^D (med. 4 a) 
genfigende ganze Zahlen bedeuten, deren erstere positiv ge- 
dacht werden darf; wurde mit 

(2) C-slax + ^-^^y^ 

irgend eine seiner Zahlen bezeichnet^ so erhielt man die 
Gleichung 

(3) JV(C) = s^a^ {ax^ + bxy + cy^) , 

wo s^a die Norm des Ideals ist. Nun kann durch die 
primitive Form (a , & , c) stets eine Zahl m eigentlich dar- 
gestellt werden^ die zu einer beliebig geffebenen Zahl M 
teilerfremd ist. In der Tat, sei p irgend ein in M auf- 
gehender Primteiler, so ist notwendig wenigstens eine 
der Zahlen a^b^ c nicht durch p teilbar; ist dies a, so 
wird die Form ax^ + bxy + cy^ durch p nicht teUbar, 
wenn man ^ _ -^ ^ ^^q ^^^ j ^j 
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wählt; ist c nicht teilbar durch p , so geschieht das gleiche, 
wenn man ^ _ q ^ ^ _ -^ ^^^ j^j 

wählt; sind aber a und c zugleich durch p teilbar, also h 
nicht teilbar durch p , so hat man zu gleichem Zwecke nur 

x^l, y^l (mod.^) 

zu wählen; man erreicht also stets, daß die Form durchs 
nicht teilbar wird, indem man für jede der Zahlen x, y 
einen bestimmten Rest (mod.|)) vorschreibt. Nun läßt sich 
aber sowohl x als y (nach Abschn. I, Kap. 2, Nr. 4) so an- 
geben, daß es den verschiedenen Vorschriften, die sich so 
in bezug auf die einzelnen in M aufgehenden Primzahlen p 
ergeben, zugleich genügt; für die solcherweise bestimmten 
Xj y wird dann der Wert der Form ax^ + ^^y + cy^ durch 
keine jener Primzahlen teilbar, d. h. teilerfremd zu M sein. 
Dies wird auch so bleiben, wenn x durch x' = x -\- M- ß 
ersetzt wird, wo 2 eine ganze Zahl bedeutet; da nun, wenn 
f =^ ax'^ -{- hx'y + cy^ gesetzt wird, 

4taf= {2ax' + hyY - Dy^ 

ist, und mit wachsendem z das Quadrat {^ax^ -{-byy über 
jede Größe hinauswächst, so wird man z so groß wählen 
können, daß 4a/* und wegen a>0 auch f selbst positiv 
ausfällt. Mithin können schließlich Xy y m der Form 
ax'^ + })xy -\- cy^ so gewählt werden, daß der Wert der- 
selben nicht nur teüerfremd zu ilf , sondern auch positiv 
ausfallt; hätten dabei Xy y einen größten gemeinsamen Teiler 
^ > 1, so würde der durch d^ geteüte Wert der Form eine 
zu M teilerfremde positive Zahl m sein, welche durch (a, h, c) 
eigentlich dai^stellt wird. Sei so 

werden alsdann zwei ganze Zahlen ß, d so gewählt, daß 
ad — ßy = 1, so geht die Form (a , 6, c) durch die Trans- 
formation a^^^x' + ßy'^ y^yx' + öy' 

in eine eigentlich äquivalente Form (m, r, n) mit positivem 
ersten Koeffizienten über, und dieser entspricht ein Ideal 

-r + iD 



s 



m, 
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welches mit dem Ideale (1) äquivalent ist, oder der gleichen 
Idealklasse C angehört (Kap. 1, Kr. 10). Mit anderen Worten: 
In leder Idealklasse C laßt sich ein Ideal angeben — 
wir bezeichnen es wieder mit 



a 



-b + iD 



—y In welchem die Zahl a positiv und zu einer beliebig ge- 
gebenen Zahl teilerfremd ist. 

2. Bezeichnen daher C^ , C2 zwei Idealklassen ^ gleich- 
viel ob diese identisch oder zwei verschiedene Klassen sind^ 
so laßt sich ein Ideal 

-6, + iD 



h=h' 



a 



1 9 



der ersten Klasse und ein Ideal 



;2 = Ä 



9 



a 



-\ + iD 



2 9 



der zweiten Klasse so angeben, daß % > und ungerade 
und % > zu 2 a^ teüerfremd ist. Dann gibt es aber eine 
Zahl Bf für welche die Kongruenzen 



(4) 



B^\ (mod. 2 «i) , B==b2 (mod. 2 «2) 



erfüllt sind, denn, da b^ , b^ mit D , also auch untereinander 
gleichartig sind, kommen diese Kongruenzen auf die anderen: 

J? ^ 61 ^ 62 (niiod. 2), B^\ (mod. %), B^b^ (mod. a^) 

hinaus, deren Moduln zu je zweien teilerfremd sind, sie sind 
also (Abschn. I, Kap. 2, Nr. 4) miteinander vertraglich. Für 
diese Zahl B ist dann auch 

B^ = b\ = D (mod.4ai), B^ = bl = D (mod.4a2), 

d. h. JB^ — Z) sowohl durch 4 a^ als auch durch 4 a^ und 
somit auch durch Aia^a^ teilbar oder 



(5) 



B^ ^ D (mod. 4 % «2) • 



Da nach (4) J? = fe^ + 2 a^ äj , J? = 62 + 2 Og ^a gesetzt 
werden kann, so ergeben sich die Gleichungen 
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% »1 H ^2~"^^ = «1 «1 + 2~^^ 

wenn «j •= ^i + «i yi > *» = ^ + «9 y» gedacht wird, Glei- 
chongen, aus denen ersichtlich ist, daß die Ideale j^ , j^ auch 
folgendermaßen geschrieben werden können: 



(6) ji = Si 



a 



19 



-B + iD 



J2 -— *2 



Og 



-B+fD 



Hierbei dürfen 5^ , s^ positiv gedacht werden, da — ^^ == ii 9 

• • 

-^2 == ^2 • 

Zwei Ideale dieser Art sollen einig heißen; man 
darf also sagen: 

Sind Ci , O2 zwei beliebige Idealklassen^ so können als 
ihre Repräsentanten zwei einige Ideale ^i, J2 gewählt werden, 
und die ihnen entsprechenden quadratischen Formen 

(7) a^x^ + Bxy + <hCy\ (hx^ + Bxy + % Cy^ , 

in denen ^ 

(8) ^^^-C 

gesetzt ist, mögen gleichfalls einige Formen genannt werden. 
Untersuchen wir nun das Produkt 



^=A-^2 = 5i 



«1 



-B + iD 



s. 



a 



-B + fß 



2> 



der beiden einigen Ideale; dabei setzen wir zur Abkürzung 

,9) "-=^- 

Da das Produkt zweier Zahlen 

(10) ^i=^s^{a^x^ — Qy^)y C2 = «2 («2^2 — ^0^2) ; 
welche den Idealen JiyJ2 resp. angehören, gleich 

(11) 1:^1:^=^8^82 • {a^a^x^x^— Ol Qx^y^—a2Qx2yi-\- Q Qy^y 2) 
d. i. eine Zahl des viergliedrigen Moduls 

(12) 8^S2*[aia2y a^Qf «2^» QQ\ 

16* 
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isty 80 wird auch jede Summe solcher Produkte d. L jede 
Zahl des Produktes j^ -j^ eine Zahl des Moduls (12) sein; 
da aber jede der Basiszahlen 

(13) s^ s^diü^y s^ s^d^Q y s^ s^a^Q f s^s^Q Q 

des letzteren offenbar dem Produkte j^ -j^ angehört^ so wird 
auch umgekehrt jede aus Vielfachen der letzteren durch 
Addition entstehende Zahl^ d. i. jede Zahl des Moduls (12) 
im Produkte m^ enthalten sein und daraus ergibt sich die 
Gleichheit von j^ • j^ mit dem Modul (12). Andererseits hat 
das Produkt j^ •j^ , weil es auch ein Ideal ist, die allgemeine 
Form der Ideale, etwa 

demnach erschließen wir die Beziehung 

(14) ; = «• a, — ^ — = S1S2 • [«lOg, a^fl, a, fl, flfl] . 

Setzt man hier co = jr-^ — , so ergeben sich nun für die 

in j enthaltenen Zahlen (13) Gleichungen von der Form 



(15) 



' Si «2 ^1 0^2 == jP • sa-\- q •SCO 
s^s^a^Q = p' *sa -\- q^ > sco 
s^s^a^Q =^p'' 'Sa + q'' •soy 



mit ganzzahligen Koeffizienten ^, qyp\ q%P^\ Q.'\p'"9 Q.'''^ 
Da umgekehrt die Basiszahlen sa^ S(o des Ideals ; auch 
Zahlen des viergliedrigen Moduls sind, darf man 



(16) 



' sa = s^S2<ixa2*t + s^S2a^Q 'U + s^s^a^Q »v 

+ 8^82 ÜÜ'W 

8 CO = 8^82 (1x02 't^ + 8j^S2 a^ ü ' u^ + 8^82 a^ ii ' v^ 

+ 8x82ÜÜ'W^ 






setzen, unter t, u, Vy w, f, u% v\ w' ganze Zahlen ver- 
standen« Vergleicht man nun in den Gleichungen (15) das 



sq'^s^s^a^ , sq''=s^82a2 
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Kationale beider Seiten sowie das Irrationale^ so ergibt die 
erste derselben 

(17) 9^ = 0, SiS2a^a2 =psa 

and die zweite und dritte 

\—Bp = 2p'a2 — hp, —Bp = 2p''a^-'lp. 

Auf gleiche Weise finden sich aus der ersten der Glei- 
chungen (16); wenn man bedenkt^ daß nach (8) und (9) 

ß2 + J?ß + (7aia3 =0, 
also 

ist^ die folgenden: 

s a = 5i Sg % Og (< — C w?) — Si «2 • -^ (% w + aj t? — Bw) , 

Li 

^ =^ s^s^ifi^u -{■ oi^v ^ Bw) y 
also 

(19) s a = 5i «2 ö^i «2 (< — C w?) , 

und ebenso aus der zweiten der Gleichungen (16) diese anderen: 

= Si «2 % 0^2 (/' — Gw') — s^s^»-— (% u' '\- a^v' — Bw^ 



2 
und 

(20) s = Si «2 K «*' + «2 ^' — ^^0 ; 
also 

-6 = 2i>a . (r- C^O - -B , 
mithin 

(21) h=B (mod. 2 a). 

Da wegen der zweiten der Gleichungen (17) s^ s^ a^ a^ durch s a , 
nach (19) aber umgekehrt sa durch 5^52 ^1^2 teilbar ist^ er- 
gibt sich femer 

(22) sa = s^S2a^a2 . 
Aber aus (18) folgt 

und, da % , aj relativ prim vorausgesetzt sind, müssen 

q^ = a^0 ^ q^' ^ a^ß 
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sein, wo & ein ganzzahliger Faktor, und nun wegen (18) 

also ist s^s^ teilbar durch s] da jedoch nach (20) auch um- 
gekehrt s teilbar ist durch Sy^s^, muß 

also nach (22) 

a = a^a^ 

sein. Da endlich das Ideal j sich nicht ändert^ wenn in 
seinem Ausdrucke h durch eine ihm (mod.2a) kongruente 
Zahl ersetzt wird, so darf man dies Ideal nunmehr schreiben, 
wie folgt: 

(23) 3 =^1 -^a = «1 «2 • «104 , ^ 

und erhält somit den Satz: 

Das Produkt der beiden einigen Ideale (6) ist 
das Ideal (23). 

Da nun die Normen dieser Ideale bzw. 

sind, geht weiter für zwei einige Ideale j^ , j^ die Beziehung 

(24) mih)=mi)-m,) 

hervor. 

3. Diese Beziehung gUt jedoch allgemeiner für je 
zwei beliebige Ideale. Sei nämlich j' ein mit j^ äquivalentes 
Ideal, so daß, unter C oine Zahl des Körpers ^ verstanden, 
y = Ci 'ii gesetzt und Ci als Quotient zweier ganzer Zahlen f , «y 
des Körpers gedacht werden kann; wir schreiben dann 

(25) ,./=|.j, = t, 

WO auch i ein Ideal bedeutet Da nun | -^^ in dem Haupt- 
ideale gf enthalten oder teilbar ist durch gf, so besteht 
nach^(17) vorigen Kapitels die Beziehung 

(26) ' 5«(i) = SR(fA) = S«(öf).(8f , AI) = iV(f).(gf , Af ) . 

Der letzte Faktor bedeutet die Anzahl Klassen kongruenter 
Zahlen, in welche die Gesamtheit gf in bezug auf den 
Modul j^ f verteüt werden kann. Da aber offenbar die 
Differenz von zwei Zahlen yf, y'f jener Gesamtheit, wo 
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y y y' zwei Zahlen in g bedeuten, dann und nur dann dem 
Modul j^^ angehört^ wenn die Differenz der Zahlen y, y' 
dem Modul j^ angehört^ so ist ersichtlich die Anzahl der 
gedachten Klassen gleich derjenigen der EJassen^ in welche 
alle Zahlen der Gesamtheit g in bezug auf den Modul j^ 
verteilt werden können^ d. h. 

Die Gleichung (26) nimmt daher die Gestalt an 

$«(t) = JV^(f).$«(;i). 
Aus (25) folgt ebenso 

3i^x) = N{ri)-m'), 
daher durch Vergleichung dieser Werte und mit Kücksicht 

auf die Gleichheit f^^ = — die Beziehung 

n 

(27) 5«O"0 = JV^(Ci)-5«Oi). 

Wenn nun ebenso f^='C<iJ2 irgend ein mit jj äquivalentes 
Ideal bezeichnet, sodaß//'= Ci C2 'J1J2 mit dem Produkte ^'^^2 
äquivalent wird, so bestehen entsprechend die Beziehungen 

^ ij'j") = N{!:, Q . S« (j,3,) , 

durch deren Verbindung miteinander unter Berücksichtigung 
von (24) sich die Formel 

(28) ^ (j'n =- 5« O'O • 5« O"0 

herausstellt, welche bewiesen werden sollte. 

4. Auf Grund vorstehender Untersuchung folgern wir 
nun aus den Gleichungen (15), daß die Gleichung (11) die 
Gestalt annimmt 

^1-^2 = «1 «2 («1 Ojj a: — Qy) , 
wenn darin 

(29) I ^ ^-^^1^2 -p'^iv^ -v'^^^vx +p'''yiy<^ 

gesetzt wird. Wegen 
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findet sich hieraus zwischen den zu den Idealen j^ , j^ und 
j=Ji'J2 zugeordneten quadratischen Formen folgende Be- 
ziehung: 

4 % (% xl + Bx^i/i^ + a^Cyl)' sl a^ {a^a^+B x^ y2 + a^C y^ 

= $1 sl a^ a^ • {a^a^x^ + B xy + Cy^) 

oder einfacher diese andere: 



(30) 



{ 



(a^x\ +Bx^y^ + (hf^y^^ {<hA-\-^^%y2 + öiC'«/l) 

= a^a^x^ +Bxy ■\' Cy^ . 



Der Multiplikation der beiden einigen Ideale j^^^/g ^^*" 
spricht daher eine Komposition der ihnen zugeordneten 
einigen quadratischen Formen zu der zum Produkte j^ ^j^ zu- 
geordneten quadratischen Form, d. h. eine Transformation des 
Produktes der beiden ersten Formen in die letztere durch 
eine sogenannte bilineare Substitution (29). Für die 
Koeffizienten dieser Substitution ergeben sich aus den Be- 
trachtungen in Nr. 2 zunächst 

und da ft = J? gewählt worden ist, nach (18) 

aus der letzten der Gleichungen (15) findet man sodann 
durch Yergleichung des Rationalen sowie des Irrationalen 
beider Seiten leicht die Beziehungen 

d.h. p'^'^^C, q^''=^B. 

Demzufolge nimmt die bilineare Substitution (29) diese Ge- 

\ y = diXiVi + (^2^2 1/1 + ^yiy2 • 

Was so für zwei einige Ideale und die ihnen ent- 
sprechenden Formen gefunden worden ist, läßt sich auf ganz 
dieselbe Weise, nur mit größerer Umständlichkeit für irgend 
zwei Ideale erweisen, und es gilt also der allgemeinere Satz, 
daß der Multiplikation zweier Ideale 



ii = «1 



a 



\+yB 



if 



h — ^2 



a. 



h,+iB 



2> 
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eine Komposition der ihnen zugeordneten Formen 

zu der ihrem Produkte / = ^'i «^2 zugeordneten qua- 
dratischen Form f ^{a^ b, c) entspricht; an Stelle der 
Gleichung (30) erhält man so die andere: 

{a^xl + \ x^ y^ + c^y\) {a^xl + l^ x^ y^ + c^yl) 

= ax^ + ixy + cy^ , 

worin x , y wieder mit x^, y^, x^, y^ durch eine bilineare 
Substitution (29), deren Koeffizienten jetzt aber andere sind, 
verknüpft sind^ und wo für die Koeffizienten a^h^c folgende 
Bestimmung gilt: 

Bedeutet d den größten gemeinsamen Teiler von a^, a^y 

^ T ^ , so ist a = -\^ und 6 eine den drei Kongruenzen 
2 0^ 

^'-d=*''J' *"d=^''J' 6.— ^— = -2^— (mod.2a) 

gleichzeitig genügende Zahl; aus den letzteren ergibt sich; 
wenn u, v, w drei ganze, der Gleichung 

-^* w + -T--t? H ^ — 'W = 1 

genügende Zahlen bezeichnen, einfacher 

Was aber an diesem Satze das wesentlichste ist und 
auch schon bei Beschränkung auf einige Ideale zutage tritt, 
ist der Umstand, daß die Formenklasse C, welcher die 
zusammengesetzte Form angehört, nur von den Formen- 
klassen Gl, Gj bestimmt wird, denen die zusammensetzenden 
Formen angehören, nicht von der willkürlichen Auswahl 
dieser letzteren aus ihren Klassen Cj , C2 . In der Tat, 
nach Kap. 1, Nr. 10 entsprechen sich die Idealklassen, denen 
die Ideale jl , J2 angehören, und die Formenklassen der ihnen 

*) Siehe darüber Dirichlets Vorl. üb. Zahlentheorie, herausg. 
von Dedekindf 4. Aufl., S. 644 sqq., sowie Ämdtf Journ. f. Math. 
V. CreUe, 56, S. 64. 



. I 
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zugeordneten quadratischen Formen fl, f^ in der Weise, daß, 
wenn j^i, j^ durch zwei ihnen (eigentlich) äquivalente Ideale 
A = ^1 'Jif h = ^2 'J2 ersetzt werden, jene Formen bzw. mit 
den den letzteren Idealen zugeordneten Formen f^ , /g (eigent- 
lich) äquivalent sind; da dann aber an Stelle von f das 
ihm (eigentlich) äquivalente Ideal i=iii2 = C1C2 •/ ^^t» 
so wird die dem letzteren zugeordnete, nach dem allgemeinen 
Satze durch die Komposition von f^ , f^ entstehende Form f 
in der Tat mit der dem äquivalenten Ideale / zugeordneten, 
durch Komposition von /J, fi entstehenden Form f zur 
gleichen Klasse gehören, w. z. b. w. 

Aus diesem Grunde darf die Klasse C selbst als aus 
den beiden Formenklassen C^, C^ zusammengesetzt oder als 
ihr Produkt 

C = C^ • Cg 

bezeichnet werden, und man erkennt hiernach, wie die Formen- 
klassen in ganz der gleichen Weise und nach denselben Ge- 
setzen komponiert werden können, wie dies in Kap. 1, Nr. 11 
für die Idealklassen gezeigt worden ist, und daß dabei die 
Komposition der letzteren Klassen mit derjenigen 
der ihnen zugeordneten Formenklassen vollständig 
sich deckt. Insbesondere wird jede Formenklasse G zu einem 
bestimmten Exponenten e gehören derart, daß die Potenz C* 
der Hauptklasse H gleich und unter allen Potenzen von C 
von dieser Beschaffenheit die niedrigste ist. Da irgend zwei 
Ideal- oder Formenklassen C^ , Cg , ob sie identisch oder 
verschieden sind, stets wieder durch Komposition eine Ideal- 
oder Formenklasse C ei^eben, so bilden die h Klassen eine 
sogenannte Gruppe, und zwar, da bei der Komposition die 
Anordnung der Faktoren d. h. der zusammensetzenden Ideale 
oder Formen offenbar gleichgültig ist, eine kommutative 
Gruppe; zudem ist sie eine endliche Gruppe, nämlich die 
Anzahl ihrer Elemente endlich. Für Gruppen mit diesen 
Eigenschaften besteht nun ein Satz, den wir hier ohne 
Beweis der Gruppentheorie entnehmen müssen, und welcher 
in seiner Allgemeinheit zuerst von Kronecker begründet 
worden ist*). Ihm zufolge läßt sich in solchen Gruppen 
stets eine Anzahl von fundamentalen Elementen — hier also 



•) Kronecker in den Monatsberichten der Berl. Akad. vom 
1. Dezember 1870. 
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eine Anzahl von Fundamentalklassen — K^, K^y . * ., Ki 
angeben^ von der Beschaffenheit^ daß^ wenn die Exponenten^ 
zu denen sie gehören, c^ , eg , . . . , e^ genannt werden, jedes 
Element der Gruppe — jede Erlasse C — als Produkt von 
Potenzen jener fundamentalen Elemente — Fundamental- 
klassen — eindeutig ausgedrückt werden kann, und daß so 
der Ausdruck 

(32) c = Js:^.Ä?«...jr^, 

wenn die Exponenten darin resp. die Werte 

fv\ ^^ X, ^, »), •••, vj, 

Ä2 = l^ ^, O, •••, 6^ y 



Äi = 1 , 2 , 3 , . . . , Ci 



durchlaufen, sämtliche h Elemente der Gruppe (sämtliche 
Klassen) erzeugt, und demnach h =^ e^e^ , . , ex ist. 

5. Wir wenden uns nun dazu, dieser Zusammensetzung 
der Formenklassen ihre geometrische Deutung zu geben, wie 
sie aus der früher gelehrten anschaulichen Darstellung der 
quadratischen Formen selbst sich ergibt. Jeder quadratischen 
Form entsprach ein Parallel- oder Punktgitter, dessen Gitter- 
punkte, die Träger der zur Form gehörigen Gitterzahlen, 
durch die letzteren bestimmt sind, und welches als geo- 
metrisches Büd nicht nur der Form selbst, sondern allge- 
meiner der Klasse, der sie angehört, anzusehen war. Wenn 
man daher aus den Ä Formenklassen je eine Form als ihren 
Kepräsentanten auswählt, wobei als Repräsentant der Haupt- 
klasse die Hauptform gewählt werde, so erhält man h Gitter, 
die wir auf dieselbe Ebene und zunächst alle mit den gleichen 
Achsen OX, OY übereinandergelegt denken wollen. Das- 
jenige Gitter, welches die Hauptklasse repräsentiert, heiße 
Hauptgitter, die übrigen Nebengitter. Seien so 

(33) a^xl + h^x^y^+c^yl, a^xl'{-\x^y^ + c^yl 

zwei der repräsentierenden Formen mit positiven ersten 
Koeffizienten und bezeichnen G^, O^ ihre Gitter, ferner 

(34) ii = 5i. %, "" ^^ ^ , h-=h' «2. ~ 'o 




(36) 



('') {::„. .... 
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die ihneu zugeordneten Ideale. Die in den letzteren ent- 
haltenen Zahlen sind 

(35) Ci = giUa?^+ ^"^^ yX Ci--sAa^x^+ ^ 
während die Gitterzahlen der beiden Formen 

2 y % 2 V«! 

2ya2 2702 

resp. sind. Aus einem Grunde, der bald klar werden wird, 
wollen wir jedoch statt der Ausdrücke (36) unter Einführung 
von Multiplikatoren g^, Q2, die noch näher bestimmt werden 
sollen, fortan lieber die Zahlen 

02^2» ^2=^2^f2 

als Gitterzahlen der beiden Formen wählen. Dadurch ver- 
ändern sich die ursprünglichen Gitter, indem die recht- 
winkligen Koordinaten XyY der Gitterpunkte, wie früher 
durch die Gitterzahlen fi, fi resp. fa? iiy jetzt durch die 
Zahlen rj^ , rjl resp. 172 > vi bestimmt werden. Zwischen den 
neuen Gitterzahlen und den Zahlen der Ideale bestehen die 
einfachen Beziehungen 

{ob) Ci = — — • ^i , C2 = — — • % • 

öl Ö2 

Nun waren, um aus den Idealen J19J2 die Zahlen des 
Produkts j=Ji'J2 2^ erhalten, die Produkte der Zahlen 
Ci , C2 und jede Sunmie solcher Produkte zu bilden. Wenn 
man ganz entsprechend die Produkte der Gitterzahlen rji, tj^ 
sowie jede Summe aus solchen Produkten bildet, so erhält 
man einen Zahlenmodul, dessen Zahlen und die Zahlen von j 
einander eindeutig zugeordnet sind und ein Punktgitter G 
bestimmen, welches, ebenso wie wir j das aus 71,^2 ^^' 
sammengesetzte Ideal nannten, als das aus G^ , G^ zusammen- 
gesetzte Gitter oder als das Produkt der beiden Gitter G^ , G2 
aufgefaßt werden kann. So entspricht der Multiplikation zweier 
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Ideale j^ y j^ oder der Komposition der ihnen zugeordneten 
Formen (33) eine Komposition der die letzteren repräsentierenden 
Gitter G^y G^ zu einem neuen Gitter 6r, welches dem aus 
den Idealen j^ , j^ durch Multiplikation entstehenden Ideale j 
oder der ihm zugeordneten durch Komposition aus den Formen 
(33) entstehenden Form oder deren Klasse zum geometrischen 
Abbilde dient^ doch ist der Multiplikator, mit dem seine 
Gitterzahlen multipliziert auftreten, nicht willkürlich, sondern 
durch diejenigen der Gitter G^ , G^ bestimmt, nämlich gleich 
deren Produkte ^i • ^2 • ^^^ Schlußsatz vor. Nr. zeigt, daß, 
wenn wir für die Gitter Fi der die Fundamentalklassen Ki 
repräsentierenden Formen die Multiplikatoren nach Willkür 
gewählt haben, sie dadurch auch für die Gitter jedes der 
anderen Klassenrepräsentanten bestinmit sind. Es kommt 
aber darauf an, sie so zu wählen, daß die Gesetze der 
Komposition der Formen auch für diejenige ihrer Gitter in 
Geltung verbleiben. 

6. Hierbei müssen wir die Fälle einer negativen und 
positiven Diskriminante gesondert behandeln. In beiden 
Fällen aber wollen wir das Hauptgitter unverändert lassen, 
nämlich den Multiplikator ^ = 1 , d, h. als Gitterzahlen, 
welche die Koordinaten dieses Punktgitters bestimmen, die 
ganzen Zahlen des Körpers ^ wählen. 

Sei dann im ersteren Falle /\ das Gitter, welches 
der Fundamentalklasse K^ entspricht, deren Eepräsentanten 

bezeichnen; die zugehörigen Gitterzahlen haben die Form 

Vi = ^1 f 1 = ^1 ( y% • ^1 + ^Trj^ 'Viy 

vi = Qi' « =- öiM y% • Ä?i + ^^ • yi 

Wird nun die Klasse K^ und damit auch ihr Gitter F^ 
ei mal mit sich selbst zusammengesetzt, so geht die besondere 

Gitterzahl q^ • y^ , die den Werten Xi = 1 , ^i = entspricht, 
in q[^ • Yä^ über; da aber J[Ja == H d, i. gleich der Haupt- 
klasse ist, deren Gitterzahlen die ganzen Zahlen des qua- 
dratischen Körpers sind, so muß vorstehendes Produkt einer 
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solchen Zahl gleich und der ihm entsprechende Punkt des 
zusammengesetzten Gitters ein Punkt des Hauptgitters mit 

den Gitterzahlen ^f Vaf, Qi*^i^ sein, sich also auf einem 
um den Anfangspunkt mit dem Badius y^ beschriebenen 
Kreise befinden und in seiner Lage auf dem letzteren durch 
sein sogenanntes Azimut, d. i. durch den Winkel \p^ be- 
stimmt sein, den der von nach ihm gehende Radius mit 
der Achse OX bildet; seine Koordinaten sind demnach 

yö^ • cosv'i j y^ • sin^^i und demnach seine Gitterzahlen gleich 

y^ • (cos^i + tsin^i) = yaji • e±«>i . 

Durch Vergleichung mit q^^ • y^ findet man also q^ = e^vi 
mithin etwa 

Öl == ^ '^ • 

Damit also die Zusammensetzung der Gitter mit derjenigen 
der Klassen in Übereinstimmung sei, soll der Multiplikator 
für das Gitter /\ in der angegebenen Weise gewählt und 

gesetzt werden. Dies kann in einfachster Weise geometrisch 
gedeutet werden. Bestimmt man nämlich das zur Klasse K^ 
oder zu ihrem Bepräsentanten (o^ , \y c^) gehörige Gitter wie 
ursprünglich durch die Gitterzahlen 

2 y% 2 yoi 

so finden sich die Koordinaten X, T der Gitterpunkte aus 
der Gleichung 

X + Yi = r (cos(p + i sin 99) == f^ ; 

wenn aber statt f^, ^l die Werte q^^^, QT^ii als Gitter- 
zahlen eingeführt werden, so bestimmen sich die Koordina- 
ten X\ F' der Gitterpunkte durch die Gleichung 

X' + y. i = Qi r{cos(p + «sin97) 

• Vi 

= re *i (COS9? + isincp) = rfQo&((p + — j + i&m((p^ + —]) . 
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Der Pankt X^ , Y' liegt daher auf demselben Kreise wie der 
Punkt Xy Yf doch um den Bogen — verschoben. Die 

!EiDfahrung des angegebenen Multiplikators q^ in die Gitter- 
zahlen kommt also geometrisch darauf hinaus, da£ das ur- 
sprüngliche Gitter um den Winkel — um gedreht oder 

im Azimute -^ gegen das Hauptgitter orientiert 
wird. ^ 

Was für das eine Fundamentalgitter J\ güt^ gilt in 
entsprechender Weise für die übrigen auch. Man erhält 
also für die Multiplikatoren dieser Gitter /\ , i^2 > • • • > ^^ 
Zahlen von der Form 

d. h. für alle diese Gitter eine ganz bestimmte Orientierung 
gegen das Hauptgitter. Aus dieser Orientierung der Funda- 
mentalgitter folgt dann aus (32) ohne weiteres auch für das 
jeder anderen Klasse C entsprechende Gitter F der ein- 
zuführende Multiplikator 

oder die für dasselbe erforderliche Orientierung gegen das 
Hauptgitter im Azimute 

So entsteht aus der ursprünglichen Figur, in welcher 
die den sämtlichen h Klassen entsprechenden Gitter mit 
gleichen Achsen übereinandergelegfc worden, eine andere 
— wir nennen sie die Normalfigur — bei welcher diese 
Gitter in bestimmter Orientierung gegen das Haupt- 
gitter aufeinander gelagert sind. Diese orientierten 
Gitter erfüllen dann aber die gestellte Bedingung, daß durch 
die Zusanunensetzung irgend zweier derselben wieder eins 
von ihnen in der ihm eigentümlichen Orientierung entsteht, 
und daher die Zusammensetzung der Gitter derjenigen der 
Klassen, welche sie repräsentieren, völlig konform wird. In 

der Tat, sei c ^ K^' . K^' . . . K^^' 
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eine zweite Klasse nnd F' das ihr entsprechende orientierte 
Gitter^ so daß dessen Azimat nnd Multiplikator 

sind. Hieraus folgt für den Multiplikator des aus Fy F' 
zusammengesetzten Gitters die Gleichung 

und somit für sein Azimut 

Dies ist aber in der Tat das Azimut für das der zu- 
sammengesetzten Klasse 

entsprechende Gitter^ nämlich 



\p — - I - |- • . . -| - 

^1 ^2 ^A 



7. Im zweiten Fall einer positiven Diskriminante gelten 
völlig entsprechende Betrachtungen, nur daß ihm die gleiche 
einfache geometrische Deutung fehlt, welche der vorige Fall 
zuließ. Auch jetzt geht, wenn das Gitter J\ e^mal mit sich 

selbst zusammengesetzt wird, die besondere Gitterzahl q^^ • ^c^ 
einerseits über in qx • /öf , andererseits in eine der Haupt- 
zahlen, also ist der dem vorstehenden Produkte entsprechende 
Punkt des zusammengesetzten Gitters ein Punkt des Haupt- 
gitters, welcher die Gitterzahlen ^f «/ö^, Q-^''(a^y also 

den hyperbolischen Abstand /öf von hat, SincJ X, Y 
seine Koordinaten und d , d^ seine Abstände von den Winkel- 
halbierenden J7 + F = , so bestehen die Gleichungen 

Q^ — — ^ ^ — — 

und die Gitterzahlen jenes Punktes sind 1 = ^/2, f'' = i'y2. 
Durch Vergleichung mit den obigen Werten derselben 
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ergibt sich folglich für den Multiplikator q^ die Bestim- 
mung 1 

/dy2W 

die zu einer vollständigen wird, wenn der positive Wert 
dieser e^ ten Wurzel gewählt wird. Eine analoge Bestinunung 
erhält man für den Multiplikator eines jeden der anderen 
Fundamentalgitter und nach (32) daraus folgend auch die 
Bestimmung desselben für das Gitter jeder der übrigen 
Klassen. Hat man aber in solcher Weise die Multiplika- 
toren festgelegt, so ergibt sich wieder aus dem allgemeinen 
in (32) ausgesprochenen Satze von der Zusammensetzung der 
Klassen der gleiche Umstand wie im vorigen Falle, daß näm- 
lich die Zusammensetzung der mittels der angegebenen Mul- 
tiplikatoren „orientierten", d. i. aus den ursprünglichen Gittern 
entstandenen Gitter derjenigen der Klassen, welche sie reprä- 
sentieren, vollkommen konform ist 

8. Zum Schluß dieser Erörterungen erinnern wir daran 
(Kap. 1, Nr. 13), daß mit jeder Klasse C eine bestimmte 
andere Klasse C^ (ihre Reziproke) verbunden ist durch den 
Umstand, daß die zusammengesetzte Klasse C • C^ der Haupt- 
klasse H gleich ist, nämlich, wenn C zum Exponenten e ge- 
hört, so daß C' = H ist, die Klasse C = C'-^ Ist (a, 6, c) 
der Repräsentant der Klasse C, also 

die Gitterzahl für das entsprechende orientierte Gitter F, 
so wird die Klasse C durch die jener Form entgegen- 
gesetzte Form (a, — 6, c) repräsentiert. In der Tat besteht 
die Beziehung 

deren rechte Seite, falls D = 4d, also b gerade ist^ in 

X+Yfd 

Bachmann, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 17 
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übergeht, wenn 
X=^axx' — cyy' + -^{yx' — xy')y Y=^—{yx' + xy") 

gesetzt wird, während sie, falls D = d^l (mod. 4), also & 
ungerade ist, sich in 

verwandelt, wenn 

X=axx' — cyy' -{ ^^^'^^ — ^ ^V^ 

Y^-(yx' + xy') 

gesetzt wird; in beiden Fällen bezeichnen X, Y zugleich mit 
^9 y 9 ^\ y' ganze Zahlen. Hieraus folgt aber die Formel 

(ax^ + bxy + cy^)(ax'^ — hx'y' + cy'^) = X^ — dY^ 

bzw. 

{ax^ + bxy + cy^) {ax"^ — hx'y' + cy'^) = Z^ + XY 

welche lehrt, daß durch Zusammensetzung der beiden ent- 
gegengesetzten Formen die Hauptform entsteht und somit 
die Form (a, —6, c) zu der zur Klasse C der Form (a, b, c) 
reziproken Klasse gehören muß; übrigens kann es geschehen, 
daß diese Klasse G' mit der Klasse C identisch ist; man 
nennt in diesem Falle die Klasse C eine Ambige oder 
(nach Gauß) eine classis anceps. Da nun die Gitterzahl 
jener Form 



.(r...'-'-if.. 



ist, so muß in dem orientierten Gitter I^ der Klasse C der 
Multiplikator q'= q^^ sein, damit bei der Zusammensetzung 
von C und C der der Hauptklasse entsprechende Multipli- 
kator ^'- ^ = 1 hervorgeht, und demnach wird 

\ 2ya 
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die Gitterzahl des orientierten Gitters F' sein. Man sieht^ 
daß die Gitterzahlen von U ^ abgesehen vom Multiplikator 
und von der verschiedenen Bezeichnung der Unbestimmten, 
die konjugierten, nämlich durch Vertausohung des Vorzeichens 

von 'fD hervorgehenden Werte zu den Gitterzahlen von F 
siud; aus diesem Grunde mögen die Gitter Fy F* selbst 
konjugierte Gitter genannt werden. 

9. Nachdem wir im VorhergeheAden das geometrische 
Gebilde, welches wir die Normalfigur genannt haben, im 
Anschluß an F, Klein y der es zuerst angegeben hat und 
dessen Ausführungen diesen Nummern zugrunde liegen,*) 
konstruiert haben, betrachten wir nunmehr die Gesamtheit % 
aller Gitterzahlen, deren Träger die Punkte jenes Gebildes 
sind, und wollen die Gesetze feststellen, durch welche die 
Teilbarkeit in dieser Gesamtheit beherrscht wird. Da zu 
der letzteren insbesondere auch die Gesamtheit g der ganzen 
algebraischen Zahlen des quadratischen Körpers Ä gehört, 
erlangen wir so zugleich auch die Teilbarkeitsgesetze für 
die letzteren und damit die Lösung der Aufgabe, die wir 
in Nr. 1 dieses Kapitels gestellt haben. 

Das erste, was wir zu bemerken haben, ist die aus der 
Konstruktion der Normalfigur unmittelbar folgende Tatsache, 
daß das Produkt zweier Zahlen der Gesamtheit % stets 
wieder eine ihrer Zahlen ist Ferner ist leicht einzusehen, 
daß alle Zahlen in ® ganze algebraische Zahlen sind. In 
der Tat, ist iy eine Zahl des Gitters JT, welches das Büd 
einer zum Exponenten e gehörigen Klasse G ist, so ist die 
durch ßmalige Zusammensetzung dieses Gitters gebildete 
Zahl rf eine dem Hauptgitter angehörige Zahl, d. h. eine 
ganze Zahl y des quadratischen Körpers, die folglich einer 
ganzzahligen quadratischen Gleichung von der Form 

Genüge leistet, derart daß identisch 

mithin v\ Wurzel der ganzzahligen Gleichung 

*) S. seine ausgew. Kap. der Zahlentheorie 11, 2. Hauptteil. 

17* 
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d. L eine ganze algebraische Zahl ist. Da jedoch die Neben- 
gitterzahlen keine Zahlen des quadratischen Körpers sind, 
wollen wir sie im Gegensatze zu den Hauptgitterzahlen^ d. h. 
zu den ganzen Zahlen des Körpers als ideale Zahlen des 
letzteren bezeichnen. 

Wir nennen nun eine Zahl rj der Gesamtheit ® teilbar 
durch eine Zahl rj^ derselben^ wenn eine ganze algebraische 
Zahl rj2 angebbar ißt, so daß ^ = ^i • ^i wird. Diese Zahl f]2 
muJß dann aber auch eine Zahl in & sein. Sei nämlich 

also 

v = Qi\y(h'^i+ A- • yij • V2 y 

so ergibt sich daraus durch Multiplikation mit der zu tj^ 
konjugierten Zahl 

\ 2yai / 

da rj^'rjl = a^ xl + 61 ^1 ^i -^ (kPi) ^Iso eine rationale ganze 
Zahl ist, welche r heiße, die Gleichung 

rrj2 = rj'r]i, 

in welcher das Produkt zur Rechten eine gewisse Zahl in 
®, also von der Form 



( ^ . b-VD \ 



fä 
ist. Demnach wäre 

und die Behauptung kommt darauf hinaus, daß hier die 

Zahlen — , — ganze Zahlen sein müssen. Um dies zu be- 
r r ^ 

weisen, zeigen wir allgemein, daß ein Ausdruck 
(40) ßlY^.^ + ^JILß.y) 
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nur dann eine ganze algebraische Zahl sein kann, wenn die 
Unbestimmten x, y ganzzahlige Werte haben. Multipliziert 
man nämlich den Ausdruck (40) mit den sämtlichen Werten 
des zum konjugierten Gitter gehörigen Ausdrucks 

welche ganzzahligen Werten von x' , y' entsprechen, so ist 
das Produkt von einer der beiden Formen 

(42) Z+r/d oder X+Z-^^, 

wo 

Y=--(xy' + x'y) 

ist (vor. Nr.). Dies Produkt muß aber, wenn (40) eine ganze 
algebraische Zahl ist, ebenfalls eine solche sein, welche ganz- 
zahligen Werte x\ y' auch haben, da für solche der Aus- 
druck (41) stets eine ganze algebraische Zahl, nämlich eine 
Zahl in % ist. Demnach müssen dann auch X, Y stets 
ganze rationale Zahlen sein; man findet aber für fl?'=— 1, 

y'^ den Wert r= y, für a;' = , y' 1 den Wert Y^x\ 

daher müssen auch, wie behauptet, Xy y ganze Zahlen sein. 
— Aus dieser Tatsache ist aber zu schließen, daß auch in 

X 1/ 

(39) die Quotienten — , — ganze Zahlen sind, und somit v\^ 

eine der Zahlen in % ist, w. z. b. w. 

10. Nach der innigen Beziehung, in welcher die Gitter 
der quadratischen Formen und folglich auch die idealen 
Zahlen des Körpers zu seinen Idealen stehen, läßt sich 
im voraus erwarten, daß die TeUbarkeitsgesetze, die wir 
für diese, aus den wirklichen Zahlen des Körpers d. i. 
den Zahlen in g gebildeten Moduln gefunden haben, sich 
auch auf die Teilbarkeit der idealen Zahlen übertragen wer- 
den. Dies wird sich durch unsere weiteren Betrachtungen 
vollkommen bestätigen. 

Jedem Ideale ist eine quadratische Form, also auch 
deren Klasse und das sie repräsentierende Gitter der Nor- 
malfigur und dessen Gitterzahlen zugeordnet. Aber es be- 
steht auch zwischen jeder einzelnen £eser Zahlen und einem 
ganz bestinmiten Ideale des Körpers eine Zusammengehörig- 
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keit, der zufolge man das Ideal aus der idealen Zahl erzeugt 
nennen darf. 
Ist nämlich 

eine Zahl des Gitters F, so ist, wie in vor. Nr. gezeigt, das 
Produkt aus ri in eine Zahl yi[ des konjugierten Gitters JT', 
d. i. in eine Zahl (41) eine Zahl von der Form (42), also 
eine Zahl in g, und die Gesamtheit all dieser Produkte, 
welche den sämtlichen Zahlen des Gitters F entsprechen, 
ist ein Ideal j des quadratischen Körpers. In der Tat, wird 
eine Zahl eines beliebigen Gitters mit einer Zahl des Haupt- 
gitters d. i der Gesamtheit g multipliziert, so entsteht er- 
sichtlich wieder eine Zahl jenes Gitters, da jede Klasse 
durch Zusammensetzung mit der Hauptklasse unverändert 
bleibt. Ist also rj • y}[ eins der gedachten Produkte und y 
irgend eine Zahl in g , so ist auch ri[ y eine Zahl des oben- 
gedachten konjugierten Gitters und deshalb y\*y\\y = rir\[* y 
eins jener Produkte, deren Gesamtheit wir ; genannt haben, 
und welche also — wie offenbar — einen Modul ganzer 
Zahlen des Körpers, und zwar mit der charakteristischen 
Eigenschaft der Ideale darstellt. Dies Ideal ; heiße das 
aus der Zahl if\ erzeugte Ideal und werde als solches 
genauer durch 

bezeichnet. 

11. Sein eigentliches Verhältnis zur erzeugenden Gitter- 
zahl aber wird durch den Satz ausgesprochen, daß dies 
Ideal ^(97) die Gesamtheit aller durch die Gitterzahl ri 
teilbaren Zahlen in g sei. Dies leuchtet für den be- 
sonderen Fall, daß iy eine Zahl des Hauptgitters, also selbst 
eine Zahl 7 in g ist, unmittelbar ein, denn dann ist das 
konjugierte Gitter ebenfalls das Hauptgitter, da die Haupt- 
klasse nach der Gleichung H^H^R sich selbst konjugiert 
ist, und demnach ist das aus y erzeugte Ideal jiy) die Ge- 
samtheit aller Produkte aus y in die Zahlen des Haupt- 
gitters oder in die ganzen Zahlen des Körpers und ist da- 
her mit dem Hauptideale ^y identisch, welches aus den 
durch y teilbaren Zahlen in g besteht. Um aber den Satz 
allgemein zu erweisen, bemerke man einerseits, daß nach 
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der Bildung des Ideals j{rj) seine Zahlen jedenfalls sämtlich 
durch rj teilbar und zu g gehörig sind; aber andererseits 
muß auch jede durch t] teilbare Zahl in g dem Ideal j{f]) 
angehören. Denn, ist y = rj 'tj^ eine durch rj teilbare Zahl 
in g , mithin rj^ eine Gitterzahl (Nr. 9), so folgt durch Mul- 
tiplikation mit der zu rj konjugierten Zahl rj^f wenn wieder 
fj >fl^= r gesetzt wird, 

wo rechts eine Zahl des zum Gitter F von t] konjugierten 
Gitters /" steht, welche 

heiße, folglich wird 




=6-'{ra'^- 



2/ä 



r 



wo nun, da r}^ ganze Zahl sein soll, die Quotienten — , — 

ganze Zahlen sein müssen, sich also t}-^ als eine Zahl des 
Gitters P' und daher y sich als eine Zahl des aus r} er- 
zeugten Ideals ergibt. 

Hieraus geht weiter hervor, daß eine gegebene Gitter- 
zahl 7} auch nur ein Ideal erzeugen kann, denn die Gesamt- 
heit aller ganzen Zahlen des Körpers, welche durch r} teil- 
bar sind, ist eben nur eine eindeutig bestimmte. Dies kommt 
auf die beachtenswerte Tatsache hinaus, daß die verschiedenen 
Gitter außer dem Punkt keinen gemeinsamen Punkt haben 
können, denn sonst gehörte die von ihm getragene Gitter- 
zahl 7} zwei verschiedenen Gittern Fj F^ an und gäbe, mit 
den Zahlen der zu diesen konjugierten Gittern r^\ F[ zu- 
sammengesetzt, zwei offenbar verschiedene Ideale y} • F' und 
Y} • F[ gegen das Bemerkte. 

12. Wenn nun jede Gitterzahl auf dem angegebenen 
Wege ein bestimmtes Ideal erzeugt, so läßt sich noch weiter 
zeigen, daß so auch sämtliche Ideale des Körpers hervor- 
gebracht werden. In der Tat hat jedes Ideal die Form 



(43) 



s 



a,=^±^ 
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worin b^^D (mod.4a), seine sämtlichen Zahlen sind also 

Hier ist ßs/ö eine Zahl von der Form 



( f- h + fD \ 



d. i. eine Zahl eines Gitters jT, zu welchem das Gitter jP 
der Zahlen von der Form 



\ 2ya / 



y 

konjugiert ist. Die Zahlen des Ideals (43) entstehen also 

aus der Zahl t] = QS^ des Gitters F durch Zusammen-. 
Setzung mit allen Zahlen des konjugierten Gitters I^, und 
daher wird das Ideal aus der Gitterzahl rj erzeugt oder 
gleich j(rj) . 

Indessen braucht rj nicht die einzige Zahl zu sein, von 
welcher es erzeugt wird. Wir wollen eine Gitterzahl 6 eine 
Einheit in & nennen^ wenn sie das besondere Ideal g er« 
zeugt. Da dies letztere dann die Gesamtheit aller ganzen 
Zahlen des Körpers ist, welche durch e teilbar sind, und 
da die Eins in g enthalten ist, so ist offenbar e ein Teiler 
von 1 ; umgekehrt, wenn die Gitterzahl e solch Teiler ist, 
so ist auch jede ganze Zahl y = 1 . y des Körpers teilbar 
durch € und somit das von e erzeugte Ideal gleich g . Man 
darf demnach die Einheiten der Gesamtheit ® auch als die- 
jenigen ihrer Zahlen definieren, welche Teiler der Eins sind. 

Dies vorausgeschickt läßt sich beweisen, daß alle asso- 
ziierten, d. h. nur um solche Einheitsfaktoren voneinander 
verschiedenen Gitterzahlen und nur sie ein- und dasselbe 
Ideal erzeugen. Es besteht nämlich folgender Satz: Ist 
eine Gitterzahl rj das Produkt zweier Gitterzahlen 
Vi 9 V2f 8^ i®t d^s vom Produkte yj =^ rj^'ri^ erzeugte 
Ideal gleich dem Produkte der von den Faktoren 
erzeugten Ideale, in Zeichen: 

(44) jirj) = jirji rj^) =,j(rj^) rj(v<y) . 
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Denn, bezeichnen i^, /^^jTg die orientierten Gitter, denen 
die Zahlen rj ,rjifi]2 resp. angehören, so ist F das zusammen- 
gesetzte Gitter /^ • i^2 ? denn es hat mit diesem die Zahl 
Vi • V2 genieinsam, muß ihm also identisch sein, da, wie be- 
wiesen, dieselbe Gitterzahl nicht verschiedenen Gittern an- 
gehört. Da nun die Regeln für die Zusammensetzung der 
Gitter mit denjenigen für die Zusammensetzung der Klassen 
übereinstimmen, demnach das Produkt zweier konjugierter 
Gitter gleich dem Hauptgitter ist, und umgekehrt zwei 
Gitter, welche miteinander zusammengesetzt das Hauptgitter 
ergeben, zueinander konjugiert sein müssen, findet sich so- 
gleich, daß das zu F konjugierte Gitter jT' gleich dem Pro- 
dukte Fi • F2 der zu F^ , /^ konjugierten Gitter ist. Aus 
der Büdungsweise eines Gitterproduktes folgt hiemach 

v'r'-v'nn = rjiV2'nn-rji^'V2n. 

und daraus geht die -Gleichung (44) hervor. 

Nun sei e eine Einheit in ® und iy = ^1 • « ; dann folgt 

und, da ein Ideal durch Multiplikation mit g unverändert 
bleibt, j(r]) = j{rji) ; assoziierte Gitterzahlen erzeugen also 
dasselbe Ideal. Umgekehrt, wenn rj , tj^ zwei zu den Gittern 
Fy Fl resp. gehörige Zahlen und die von ihnen erzeugten 
Ideale j{r]), j{rji)f ^' ^* ^® Gesamtheiten der Zahlen in 
7]'F^ und 1^1 «/i einander gleich sind, so folgt auch, daß 

d. h. , 

Qrj==:r]i'FFi 

und somit gewiß rj durch rj^ teilbar, rj = rj^* (k ist, wo oc eine 
Gitterzahl; ebenso aberfolgt auch rj^ teilbar durch ri,r}i—r}'ßy 
wo auch ß eine Gitterzahl, denmach i&i yj =^ t} > aß y wo auch 
a/? eine Gitterzahl sein wird (Nr. 9); da sich hieraus aber 
J^((X ß) = l ergibt, sind mit oc ß auch (x , ß Teiler der Eins 
d. h. Einheiten in ® und demnach rj, rj^ assozüert. 

13. Eine Folge dieser ßesultate ist die Erkenntnis, daß 
die Teilbarkeit einer Gitterzahl rj durch eine andere 
Gitterzahl rj^ vollkommen identisch ist mit der Teil- 
barkeit des aus tj erzeugten Ideals durch das aus tj^ 
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erzeugte Ideal. Denn einerseits folgt aus der ersteren, 
d. 1. aus einer Gleichung 

in welcher auch % eine Gitterzahl ist, nach dem Satze 
voriger Nummer die Gleichung (44), d. i. die behauptete Teil- 
barkeit der Ideale. Andererseits besteht, wenn das aus rj 
erzeugte Ideal durch das aus rji erzeugte teilbar ist, eine 
Gleichung 

(45) M =- iini) ' j{rit) y 

wo auch jit}^) ein Ideal ist, dessen erzeugende Gitterzahl 
wir Y}^ genannt haben; nach der Übereinstimmung zwischen 
der Bildung der Zahlen eines Idealproduktes und der Zu- 
sammensetzung von Gittern läßt vorstehende Gleichung sich 
aber schreiben wie folgt: 

wenn JT', jTi, F^ die konjugierten derjenigen Gitter be- 
zeichnen, denen die erzeugenden Gitterzahlen angehören, und 
man findet weiter 

n-rr d.h. ^ri^^nin^^rnn, 

wo das Produkt JT/iil wieder die Gesamtheit der Zahlen 
eines Gitters darsteUt, woraus yj gewiß durch rj^n^y^ fortiori 
also auch durch yj^ teUbar hervorgeht. 

Nunmehr wollen wir eine Gitterzahl, welche keine von 
ihr selbst verschiedene Gitterzahl, sie sei denn eine der ihr 
assoziierten, zum Teiler hat, eine Prim-Gitterzahl oder auch 
eine ideale Primzahl nennen, wobei jedoch die Benennung 
„ideal" diejenigen Prim-Gitterzahlen, welche etwa dem Haupt- 
gitter angehören, nicht ausschließen soll. Für solche Zahlen 
schließen wir aus dem Voraufgehenden den Satz: 

Die idealen Primzahlen der Gesamtheit @( sind 
diejenigen ihrer Zahlen, welche Primideale erzeugen. 
In der Tat: ist ^(»y) ein Primideal, so muß auch iy eine ideale 
Primzahl sein, denn, wäre y} zusammengesetzt, bestünde also 
eine Gleichung yj = yj^^^yj^, in welcher yj^ eine nicht mit yj 
identische oder assoziierte Gitterzahl bezeichnet, so gii^e 
die Gleichung (44) hervor, der zufolge das Primideal j{yj) 
einen davon verschiedenen IdealteUer j{yji) besäße, was un- 
möglich ist. Ist dagegen j{yj) kein Primideal^ besteht demnach 
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eine Gleichung (45), in welcher keins der Ideale zur Rechten 
gleich g , also keine der Zahlen rjj^ , t]2 eine Einheit in ® 
ist, so ergibt sich, wie dort gezeigt, rj teilbar durch rj^ rj^ , 
d. h. gewiß durch eine von ihr verschiedene, ihr auch nicht 
assoziierte Zahl, und demnach kann auch yj keine ideale 
Primzahl sein. 

Wir beweisen endlich diejenige Eigenschaft für 
die idealen Primzahlen, die stets für Primelemente 
charakteristisch ist, daß nämlich ein Produkt zweier 
Zahlen in ® nur dann durch eine ideale Primzahl 
teilbar sein kann, wenn es einer seiner Faktoren ist. 
Wenn n eine ideale Primzahl bedeutet und es besteht eine 
Gleichung 

worin rj, rj^, f]2 Gitterzahlen bedeuten, so folgt daraus die 
andere Gleichung 

der zufolge nach den für Ideale geltenden Teilbarkeitsregeln 
einer der Faktoren zur Linken, etwa i(^i) durch das Prim- 
ideal j{7i) teilbar sein muß; dann muß aber nach dem im 
Anfang der Nummer Bewiesenen auch rj^ durch jt teilbar 
sein, w. z. b. w. 

14« Durch die nunmehr erhaltenen Sätze sind wir in 
den Stand gesetzt, für die Zahlen in & genau so, wie es für 
die rationalen ganzen Zahlen sowie für die Ideale der Fall 
war, ihre eindeutige Zerlegbarkeit in ideale Primfaktoren zu 
erweisen. Zunächst enthält jede Zahl rj in & einen idealen 
Primfaktor n. Ist sie nämlich nicht selbst eine solche Prim- 
zahl, so hat sie jedenfalls eine ihr nicht assoziierte Zahl tj^ 
zum Teiler, so daß rj = rj^^ lyW gesetzt werden kann, während 
7](^) eine Gitterzahl bezeichnet, die keine Einheit in ® ist, 

ebenso yj^^yj^' rj^^h ^a = ^s ' V^^^ ^^^* ^^^^f solange noch 
keine der Zahlen rj^, tj^, ^3 ? • • • eine ideale Primzahl ist. 
Dieser Prozeß muß aber nach einer endlichen Anzahl von 
Schritten endigen, denn aus den erhaltenen Gleichungen 
folgen diese anderen: 

M =i(^i) -Kv^^^) =ife) -M^^) -M^^) = • • • , 

in denen die auftretenden Idealfaktoren von g verschieden 
sind und daher nicht in unendlicher Anzahl auftreten können. 
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da das Ideal j{rj) nur eine endliche Anzahl von Idealteilem 
hat. Demnach führt der Prozeß endlich eine Zahl rjic = n 
herbei, welche eine ideale Primzahl ist und einen Primteiler 
von 1] darstellt. 

Setzt man demgemäß ^ = ^ • ^i , wo t^j wieder eine Zahl 
in ® bezeichnet, so kann auf diese die gleiche Betrachtung 
angewendet und ein Primteiler ti^ derselben nachgewiesen 
werden, so daß rj^ = jz^' rj2 gesetzt und nun ebenso weiter 
geschlossen werden kann. Da aus gleichem Grunde wie 
vorher auch dieser Prozeß nicht unendlich fortlaufen kann, 
so erlangt man endlich eine Zerlegung der Zahl rj in eine 
endliche Anzahl von idealen Primfaktoren, d. i. eine Gleichung 
wie diese: 

(46) fj = 71 • JZ^» 7Z2 • • ' 7Zx • 

Der Schlußsatz der vorigen Nmnmer verstattet aber 
endlich zu zeigen, daß eine solche Zerlegung der Zahl rj in 
ideale Primfaktoren wesentlich auch nur auf eine einzige 
Weise möglich ist. Dies geschieht genau wie in der Theorie 
der rationalen ganzen Zahlen. Wäre nämlich eine zweite 
Zerlegung 

(47) rj = X • Xi» X2 ... Xfj, 

vorhanden, mithin 

(48) 71 • 71^ , » » TZi = X • Xi , , . ^fji f 

SO müßte, da dieser Gleichheit zufolge das Produkt zur 
Linken durch die ideale Primzahl x teilbar ist, einer seiner 
Faktoren, etwa 71 den Teiler x haben, der somit, da er 
keine Einheit und 7t Primzahl ist, nur mit 71 assoziiert sein 
kann; setzt man demgemäß x = 7i€j wo e eine Einheit 
in ® bezeichnet, so geht aus der voraufgehenden Gleichung 
die andere: ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

hervor, die nun ebenso behandelt werden kann, usw. Man 
erkennt hieraus allmählich, daß in den beiden Zerlegungen 
(46) und (47) die Primfaktoren einzeln einander gleich oder 
doch assoziiert sein müssen und ihre Anzahl also die gleiche ist. 
Dasselbe folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung eines 
Ideals in Prunidealfaktoren, wenn man die Gleichung (48) 
durch die ihr äquivalente: 

j{7t)'j{7C^) . . . j{7lx) = j{x) .;(«l) . . . ; W 
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ersetzt. Betrachtet man also zwei Zerlegungen als nicht 
wesentlich voneinander verschieden, wenn die Faktoren der 
einen denen der anderen zwar nicht gleich^ doch assoziiert 
sind; so läßt sich folgender Satz aussprechen, welcher dem 
Fondamentalsatze von der Zerlegung ganzer Zahlen völlig 
konform ist: 

Jede Zahl der Gesamtheit ® läßt sich stets und 
zwar nur auf eine wesentlich eindeutige Weise als 
ein Produkt idealer Primzahlen dieser Gesamtheit 
darstellen. 

Was von den sämtlichen Zahlen der Gesamtheit ® gilt, 
das gilt insbesondere auch für die in ihr enthaltenen 
ganzen Zahlen des quadratischen Körpers ^: auch 
diese gestatten eine wesentlich eindeutige Zerlegung 
in Primfaktoren der gedachten Art, und so sehen wir 
die Aufgabe, welche schon in Nr. 1 des letzten Kapitels 
aufgeworfen und in diesem Kapitel wieder aufgenonmien 
worden ist, nunmehr in demselben Sinne gelöst, wie in der 
rationalen Zahlentheorie. Und doch findet ein wesentlicher 
Unterschied statt. An der erst angeführten Stelle ist die 
Tatsache festgestellt, daß eine ganze Zahl y des quadrati- 
schen Körpers Ä nicht stets auf eindeutige Weise in 
Faktoren zerlegbar ist, die ihrerseits unzerlegbar sind, wenn 
anders diese Faktoren ebenfalls als ganze Zahlen dieses 
Körpers gedacht werden; und in der Tat ist der obige 
Satz nur dadurch von uns erlangt worden, daß wir das Ge- 
biet g der ganzen Zahlen des Körpers zum Gebiete ® aller 
Gitterzahlen erweiterten und die „idealen Primzahlen" dieses 
Gebietes als Elemente der Zerlegung der Zahl y zuließen. 
Man muß also, wie man zu sagen pflegt, den ganzen Zahlen 
des Körpers oder den Hauptgitterzahlen die Nebengitter- 
zahlen adjungieren, um die gestörte Gleichmäßigkeit in 
den Teilbarkeitsgesetzen des quadratischen Körpers wieder- 
herzustellen: der obige Fundamentalsatz besteht für die 
ganzen Zahlen des quadratischen Körpers nur dann, wenn 
ideale Primfaktoren eingeführt werden, welche erst die 
eigentlichen Grundelemente der Zerlegung ausmachen. Doch 
hat man wohl zu beachten, daß diese idealen Faktoren 
durchaus nicht bloß ein ungreifbares Imaginäres, sondern in 
Wirklichkeit existierende ganze algebraische Zahlen sind 
und nur deshalb den „wirklichen" ganzen Zahlen gegenüber 
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als „ideslf' benannt worden sind, weil sie nicht auch, wie 
diese, Zahlen des Körpers sind. 

Aus der letzten Nuöamer des vorigen Kapitels ent- 
nehmen wir leicht noch endlich den Umstand, daß jede 
rationale Primzahl p, welche in der Diskriminante D auf- 
geht, das Quadrat einer idealen Primzahl, jede nicht 
in D aufgehende Primzahl aber entweder das Produkt aus 
zwei konjugierten idealen Primzahlen oder selbst als eine 
solche anzusehen ist, je nachdem die Kongruenz 0^^D 
(mod. 4 p) auflösbar ist oder nicht. — 

Mit diesen Betrachtungen beschließen wir unser Werk, 
da mit ihnen die Elemente der Theorie des quadratischen 
Körpers bzw. der quadratischen Formen in ihren wesent- 
lichen Stücken zur Darstellung gekommen sind. Für die 
höheren Teile dieser Theorien, die Bestimmung der Anzahl 
der Ideal- oder Formenklassen, deren Verteilung in Ge- 
schlechter und die Anzahl der letzteren u. a. m. sei der 
Leser auf andere Werke verwiesen, wie u. a. auf Dtrichlets 
Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Dede- 
kindy 4. Aufl. 1894, des Verfassers Analytische Zahlentheorie, 
1894, seine Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper, 1905, 
sowie Hilberta Bericht über die Theorie der Zahlkörper im 
4. Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 
1897, endlich auch J, Sommer & Vorlesungen über Zi^en- 
theorie, 1907. 
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